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PRÉFACE 



Les lecteurs du bel ouvrage de M. Santerre sont sans doute 
bien surpris en voyant au début d'une étude sur les principes 
les plus élevés des mathématiques une introduction écrite 
par un simple psychologue. Je ne me dissimule pas mon 
incompétence : j'ai été très honoré et très touché quand 
M. Santerre m'a demandé quelques mots d'introduction pour 
son livre, mais je reste cependant un peu confus en présen- 
tant au public scientifique une œuvre qui s'écarte tellement 
de mes propres études. Si je me permets cependant cette har- 
diesse, c'est que cet ouvrage, tout mathématique qu'il soit et 
bien qu'écrit par un mathématicien de premier ordre, pré- 
sente un caractère très original qui le distingue des autres 
travaux sur la science des nombres. 11 se rattache étroite- 
ment aux études psychologiques par ses conceptions générales 
sur le caractère relatif et sur la valeur purement subjective 
des mathématiques, par la place qu'il leur donne parmi les 
autres études morales et en particulier parmi les études du 
langage, enfin par les principes auxquels il les rattache. 

Si le sujet est mathématique, si les démonstrations ont la 
forme et la rigueur qu'on est habitué à leur trouver dans les 
traités de géométrie, l'esprit du livre est entièrement psy- 
chologique et le traité de M. Santerre doit avoir sa place dans 
la bibliothèque du psychologue comme dans celle du mathé- 
maticien. C'est ce caractère psychologique que je voudrais 
mettre en évidence en laissant à d'autres plus compétents 
l'appréciation et la discussion mathématiques. 
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I 

La valeur des mathématiques, la portée des vérités qu'elles 
nous révèlent ont été très diversement comprises suivant les 
époques. Autrefois pour les pythagoriciens et les platoniciens 
l'étude des nombres était une véritable métaphysique ; elle 
nous révélait la connaissance de Tunité absolue, elle nous 
apprenait les relations mystérieuses qui unissent les choses 
entre elles et nous faisait pénétrer dans les principes mêmes 
de l'univers. Plus tard l'étude des propriétés numériques des 
choses semblait une étude physique nous révélant les carac- 
tères réels du monde extérieur : les lois qui régissent l'éten- 
due devenaient les lois mêmes des objets matériels considé- 
rés comme identiques dans leur essence à cette étendue 
géométrique. Pour d'autres auteurs les mathématiques sont 
des sciences normatives, elles règlent toutes les autres 
recherches, parce qu'elles sont fondées sur une intuition 
mystérieuse qui leur a révélé plus qu'à toute autre science 
des vérités absolues. 

La conception de la valeur des mathématiques qui se dégage 
de ce livre est tout autre et beaucoup plus modeste. Les pro- 
positions qu'enseignent ces sciences deviennent tout simple- 
ment des vérités psychologiques et rien de plus. Elles con- 
sistent dans l'expression précise et commode d'un certain 
nombre de faits qui existent évidemment dans l'esprit de 
l'homme et qui ont été de bonne heure accessibles à son 
observation interne. 

Ces faits dépassent l'esprit individuel sans doute, car ils 
nous paraissent exister également chez les autres hommes. 
Nous constatons, par exemple, que la succession des paroles 
que nous prononçons donne naissance dans l'esprit de nos 
semblables à une succession de perceptions verbales rangées 
dans le même ordre. Mais il n'en est ainsi que dans des 
circonstances très simples et très normales, accessibles à 
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notre observation de tous les jours. Rien ne nous prouve 
d'une manière absolue qu'il en soit toujours ainsi, il ne s'agit 
là que d'une généralisation fondée sur l'observation la plus 
commune. 

Est-il également vrai que ces notions mathématiques s'ap- 
pliquent aux phénomènes du monde extérieur? S'il s'agit du 
monde vraiment extérieur, objectif, nous n'en savons abso- 
lument rien. Il n'y a aujourd'hui aucune raison pour donner 
aux mathématiques cette valeur transcendante qu'on leur 
attribuait autrefois. En réalité, les mathématiques s'appli- 
quent tout simplement à notre représentation du monde, à 
des phénomènes fictifs que l'esprit humain a été appelé à 
construire pour s'expliquer ses propres perceptions. Cette 
représentation des choses qui a déjà été faite suivant des lois 
psychologiques se prête à l'application des mathématiques 
qui sont l'expression de ces mêmes lois. 

Cette conception profondément idéaliste qui domine tout 
l'ouvrage de M. Santerre se trouve très clairement indiquée 
à propos de différents problèmes particuliers. On verra, par 
exemple, que la notion du temps, les jugements d'antériorité 
et postériorité jouent un rôle considérable dans la thèse de 
M. Santerre. Mais de quel temps s'agit-il? L'auteur démontre 
très clairement que ces idées d'antériorité et de postériorité 
n'ont de sens et ne sont relativement intelligibles que lors- 
qu'elles s'appliquent à des phénomènes de notre pensée. En 
dehors de ce temps psychologique il n'y a plus rien que du 
vague et de l'arbitraire et il est puéril d'essayer de se repré- 
senter un temps physique ou métaphysique qui existerait en 
dehors de nous. Concevoir Tantériorité et la postériorité 
réelles des phénomènes extérieurs indépendamment de l'an- 
tériorité et de la postériorité de nos propres perceptions est 
une pure chimère qui aboutirait vite à toutes sortes d'absur- 
dités. La situation dans le temps que nous attribuons aux 
événements ne dépend que de la situation dans le temps psy- 
chologique de nos propres perceptions. Elle est seulement 
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réglée par les lois que nous attribuons à notre représentation 
scientifique du monde. 

Il en est de même pour la notion également capitale de 
ridentité. On verra que M. Santerre Tétudie d'abord à pro- 
pos de ridentité de deux événements psychologiques et 
qu'après cette étude préalable il passe à Tidentité de deux 
objets. Il ne s'agit pas d'ailleurs de leur identité absolue, en 
soi, indépendamment de nous : il ne s'agit que de Tidentité 
de leur représentation. Deux objets qui ne peuvent se distin- 
guer l'un de l'autre que par la position qu'ils occupent dans 
l'espace sont dits des objets identiques, les mathématiques ne 
se préoccupent pas du tout de savoir si ils le sont en réalité, de 
savoir môme si le mot identité aurait encore un sens en dehors 
de la distinction plus ou moins nette de nos perceptions. 

Ce que nous venons de dire à propos de la succession dans 
le temps et de l'identité s'applique à toutes les propriétés des 
nombres et aux opérations que l'on peut faire sur eux. Ainsi 
la somme de deux nombres n'est plus l'attribut numérique 
du système total constitué par deux systèmes partiels de phé- 
nomènes, d'objets, d'êtres distincts les uns des autres et exté- 
rieurs à nous. Comme l'avaient déjà indiqué Helmholtz et 
Kronecker la somme de A + B est simplement le dernier 
des B termes qui suivent A sans que cela nous indique le 
moins du monde un groupement réel des objets extérieurs. 

Ainsi les mathématiques ont avant tout une valeur psycholo- 
gique, ce ne sont pas des intuitions d'une réalité inaccessible, ce 
sont des observations empiriques que les hommes ont faites 
sur leur propre esprit et parla ces sciences se rapprochent des 
autres études psychologiques qu'elles ne dépassent en aucune 
façon . 
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Cette assimilation des mathématiques aux autres études 
psychologiques devient encore plus évidente, quand on voit 
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M. Santerre rapprocher sans cesse le nombre (Fun fait essen- 
tiellement moral, le langage. Si Ton demandait à rauteur de 
refaire après tant d'autres la classification des sciences et de 
donner une place aux mathématiques, il n'en ferait pas un 
groupe à part parmi les sciences intuitives et normatives, il 
les rangerait tout simplement à côté des études de linguistique 
et de grammaire. Cette idée que les mathématiques ne sont 
autre chose qu'un langage a déjà été entrevue par bien des 
philosophes ; on la devine dans le titre même de l'ouvrage de 
Condillac, « La langue des Calculs ». Mais personne ne Ta 
précisée d'une manière aussi complète et on peut dire que 
tout cet ouvrage n'est que le développement de la belle pen- 
sée de M. de Lapparent : ce les mathématiques ne seraient- 
elles pas surtout un admirable langage, le plus parfait qu'on 
puisse rêver pour raconter l'expérience? » 

C'est pour justifier cette pensée que l'auteur accorde tant 
d'importance aux paroles et aux propriétés des paroles. Il 
compte la faculté de parler, d'entendre les paroles, d'écrire, 
de percevoir l'écriture parmi les principes mêmes sur lesquels 
sont fondées toutes les mathématiques. Dès qu'il étudie un 
caractère quelconque dans la pensée, la succession des idées, 
leur identité, leur association, il montre immédiatement que 
cette propriété existe aussi dans les paroles et qu'il y a des 
paroles successives, des paroles identiques, des paroles asso- 
ciées, groupées en système. Toute une partie de son livre 
est une étude de grammaire sur les relations que certaines 
paroles doivent avoir les unes avec les autres lorsqu'elles 
constituent des séries. 

C'est qu'en efi'et le nombre n'est pour lui qu'un certain 
langage permettant d'exprimer les propriétés des ensembles 
de perceptions distinctes. Il est fondé avant tout sur la faculté 
que possède l'homme de pouvoir transmettre de proche en 
proche à ses semblables de même langue une suite de mots 
toujours identique à elle-même. Beaucoup de notions mathé- 
matiques prennent un sens étonnamment simple, quand 
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elles sont assimilées ainsi à de simples phénomènes de lan- 
gage. « Un nombre est avant tout un mot identique à un terme 
d'une suite déterminée. — Le nombre « Un » est le terme ini- 
tial de cette suite sans avoir d'autre propriété mystérieuse. — 
Deux nombres formés par des mots identiques l'un et l'autre 
à un même terme de la suite des nombres sont dits des 
nombres égaux. — Deux nombres qui sont constitués par des 
mots différents sont dits des nombres inégaux. — Si deux 
nombres A et B sont tels que le nombre égal à A de la suite 
traditionnelle précède le nombre égal à B de cette même 
suite, on exprime le fait en disant que le nombre A est plus 
petit que le nombre B... » On ne peut s'empêcher d'être quel- 
quefois surpris devant ces définitions qui nous causent un 
singulier embarras, parce qu'elles suppriment des mystères 
auxquels nous sommes habitués. N'est-ce pas cependant la 
meilleure manière de résoudre des problèmes en apparence 
très difficiles que de nous montrer clairement que le problème 
n'existe pas. 

Quand on se rendra bien compte que les mathématiques 
sont simplement un langage particulier, on saura peut-être 
mieux s'en servir. On ne se figurera pas comme on le fait trop 
souvent que les mathématiques expliquent tout. On saura 
qu'elles se bornent à exprimer clairement certaines choses 
auxquelles ce langage convient. L'ouvrage de M. Santerre 
montre bien que certaines conditions sont indispensables 
pour que ce langage puisse être appliqué. 11 indique avec pré- 
cision quand ce mode d'expression est légitime et quand il 
devient inapplicable. 

III 

Enfin la psychologie prend une importance de premier 
ordre quand il s'agit d'aborder et de renouveler le vieux pro- 
blème des principes sur lesquels se fonde tout le développe- 
ment des mathématiques. Depuis l'antiquité deux théories se 
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sont partagé les esprits philosophiques : la théorie ration- 
nelle et la théorie empirique. La première plaçait au début des 
mathématiques une série plus ou moins longue d'axiomes 
indémontrables et inexplicables. Ces axiomes étaient dus à 
une intuition qu'il n'était guère facile de comprendre et qui 
nous faisait pénétrer dans le domaine des vérités pures. Cette 
intuition a joué un grand rôle dans beaucoup de philosophies 
célèbres et les mathématiciens même les plus récents n'ont 
pas réussi à s'en débarrasser complètement. La théorie empi- 
rique prétendait supprimer l'intuition, elle confondait plus 
ou moins les axiomes et les postulats et considérait tous ces 
principes comme des résultats de Texpérience, de l'observa- 
tion du monde physique. 

M. Santerre propose une troisième théorie qui pourra peut- 
être réconcilier les éternels ennemis. Les principes mathé- 
matiques ont sans doute une origine empirique, ils sont tirés 
d'une certaine expérience, mais cette expérience n'est pas 
matérielle, physique ; elle est morale, intérieure et peut par 
certains côtés se rapprocher de ce qu'on appelait Tintuition. 
L'idée fondamentale du livre consiste à remplacer les axiomes, 
les postulats, les définitions par de simples observations 
psychologiques. 

Helmholtz avait dit que la faculté de compter est basée sur 
la faculté de conserver l'ordre dans lequel les faits de con- 
science se sont succédé. M. Santerre dit avec plus de préci- 
sion : la faculté de compter est basée sur la faculté que nous 
avons d'énoncer une série de mots, les uns à la suite des 
autres, dans un ordre déterminé et de pouvoir répéter cette 
suite de mots dans le même ordre. Elle est basée aussi sur la 
faculté qui nous permet d'associer des ensembles déterminés 
aux termes de la suite des nombres de façon à former des 
systèmes correspondants, tels que Ton puisse associer 
chaque terme de l'un avec chaque terme de l'autre. Pour 
comprendre comment se sont formées les mathématiques, 
il faut chercher la raison et le mécanisme psychologique 
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des différentes opérations qui entrent dans ces définitions. 

Les faits psychologiques qui interviennent sont d'abord 
les phénomènes élémentaires, les souvenirs, les actes volon- 
taires, les diverses perceptions, l'association des idées sans 
lesquels il n'y aurait aucune pensée précise. Mais les mathé- 
matiques ne se forment pas ii ce niveau de la pensée, un 
animal qui ne posséderait que ces faits élémentaires ne serait 
pas capable de compter. Il faut leur ajouter un certain nombre 
de jugements élémentaires dont le plus simple est d'abord 
la distinction des faits de conscience les uns des autres, la 
distinction des diverses perceptions, des perceptions banales 
et des perceptions relatives à la voix humaine et surtout la 
distinction capitale entre les faits actuels et les souvenirs ou 
les reproductions des faits passés. 

Le second groupe de jugements qui joue un rôle essentiel 
sont ceux qui portent sur le temps. Une des thèses remar- 
quables de l'ouvrage c'est que la notion de nombre sort de la 
notion d'antériorité et de postériorité. Arrivé à un certain 
degré intellectuel, l'homme sait reconnaître qu'un phéno- 
mène est antérieur à un autre et il constate en même temps 
que jamais ce phénomène antérieur à un autre ne lui est 
postérieur. 11 est très intéressant de remarquer que c'est pro- 
bablement sous la forme de cette simple observation psycho« 
logique que se présente pour M. Santcrre le vénérable prin- 
cipe de contradiction. L'homme remarque également l'existence 
de phénomènes intermédiaires, antérieurs à un fait, posté- 
rieurs à un autre. Ce sont des découvertes scientifiques du 
premier âge de Thumanité et ce sont ces découvertes qui ont 
été enregistrées dans les notions fondamentales des mathé- 
matiques. 

En troisième lieu interviennent les jugements qui portent 
sur l'identité des phénomènes, jugements dont la définition 
est fort intéressante. L'auteur se trouve en présence d'une 
difficulté souvent signalée par les philosophes. Les phé- 
nomènes qu'on appelle identiques sont cependant en mêm-e 
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temps des phénomènes distincts par quelque côté : car, 
s'ils se confondaient complètement ils formeraient un seul 
phénomène et il n'y aurait plus de place pour un juge- 
ment. M. Santerre remarque que cette distinction dépend 
de certains faits qui accompagnent dans notre conscience 
les phénomènes identiques, de l'évocation par association de 
certaines images différentes qui entourent chacun d'eux 
comme des harmoniques entourent le son fondamental. Deux 
faits sont identiques, quand ils ne se distinguent que par ces 
harmoniques, quand ils ne peuvent plus être distingués l'un 
de l'autre une fois isolés de toutes ces images qui les accom- 
pagnaient. Deux faits sont différents, quand ils se distinguent 
en eux-mêmes, indépendamment de la place qu'ils occupent 
dans notre conscience. Comme ces images associées sont 
constituées par les souvenirs des différents événements qui 
ont accompagné le phénomène essentiel lors de ses diverses 
apparitions, il en résulte une conséquence curieuse c'est que 
le temps intervient comme l'un des grands facteurs de là 
notion d'identité. Le jugement d'identité devient postérieur 
au jugement de succession, ce qui n'avait guère été remarqué 
jusqu'ici. On est étonné de la profondeur de ces analyses psy- 
chologiques qui sont impliquées dans la notion élémentaire 
du nombre. 

Après avoir analysé le jugement d'identité, ses variétés, 
ses conséquences, M. Santerre nous montre comment ce 
jugement conduit à la notion de groupe, de système, il 
analyse ces notions, leurs éléments essentiels, les éléments 
séparatifs d'un système, le fait initial et le fait final, le pre- 
mier élément qui précède et le premier élément qui suit, les 
systèmes particuliers qui sont constitués par des suites de 
paroles et surtout le rang des termes de la suite où l'on voit 
percer pour la première fois le germe de la notion de nombre 
qui va s'épanouir. 

En effet, nous arrivons à la notion de correspondance entre 
les systèmes qui a été très bien étudiée. L'homme peut for- 
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mer des couples d'éléments de deux systèmes S et S' jusqu'à 
ce qu'ils constituent un système complet de correspondance 
entre tous les éléments de l'un des groupes et la totalité ou 
une partie des éléments de l'autre. Il y a des suites de parole 
dont on peut associer une fois et une seule fois tous les élé- 
ments avec les éléments d'un système correspondant. Cette 
notion de correspondance va, comme on le voit, fournir l'ex- 
plication complète de l'action de compter. Elle nous donnera 
en même temps l'occasion de faire des études intéressantes 
sur l'analyse psychologique d'une opération bien peu étudiée 
jusqu'à présent, l'opération qui consiste à ranger, à mettre 
en ordre des objets ou des phénomènes. 

C'est ainsi que par une analyse psychologique beaucoup 
plus complète M. Santerre montre qu'il est inutile de faire 
appel à une intuition spéciale pour expliquer les principes 
du calcul ; il les trouve tout simplement dans des opérations 
psychologiques élémentaires qui existent chez tous les hommes 
et au delà desquelles nous ne pouvons pas remonter, parce 
que ce sont les plus simples opérations de Fintelligence. 

IV 

Malgré le grand nombre de ces analyses mentales on ne 
peut se dissimuler que l'ouvrage dans son ensemble ne pro- 
duit pas l'impression d'une amvre psychologique et qu'il 
déconcerte un peu le lecteur habitué à des travaux de ce 
genre, cela tient à la forme dans laquelle il a été rédigé et 
à la méthode d'exposition. 

Le psychologue expose d'ordinaire ses études en commen- 
çant par la description des phénomènes concrets qu'il se pro- 
pose d'interpréter et il remonte ensuite de degré en degré 
jusqu'aux faits plus généraux et plus simples qu'il découvre 
par l'analyse. Dans le cas présent, la plupart des psycho- 
logues auraient débuté par la description des nombres tels 
qu'ils existent réellement aujourd'hui dans l'esprit des peuples 
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civilisés. Ensuite ils auraient cherché à montrer que ces 
nombres ne sont pas autre chose qu'un langage établi pour 
une correspondance particulière. Ils auraient établi que pour 
jouer ce rôle ce langage doit être un système de paroles asso- 
ciées de certaine manière à certains systèmes de faits ; enfin, 
en étudiant la constitution de ces systèmes de paroles et de 
ces systèmes de phénomènes, ils arriveraient aux jugements 
d'identité, de succession, de distinction et aux faits psycho- 
logiques fondamentaux. 

L'auteur de ce livre suit Tordre inverse : les faits psycholo- 
giques qu'il a découverts comme la base des mathématiques 
sont exposés les premiers et il en déduit les notions plus 
complexes. Or cette méthode déductive est d'ordinaire appli- 
quée à des raisonnements abstraits prenant pour point de 
départ des propositions très générales considérées comme le 
résultat de Tintuition ou comme la conclusion d'autres 
sciences. On est un peu surpris de voir appliquer la déduc- 
tion à des faits psychologiques élémentaires, à propos des- 
quels on ne raisonne pas d'ordinaire de cette manière. De là, 
si je ne me trompe, le sentiment de gène qu'éprouveront 
sinon les mathématiciens, du moins les philosophes et les 
moralistes qui ont beaucoup à apprendre en lisant ce livre. 

11 faut bien comprendre que cette méthode et ce langage 
répondent ici à une nécessité particulière. Les mathématiques 
sont à la fois des faits psychologiques comme les autres et 
en même temps elles formulent des règles qui servent à diri- 
ger toutes nos autres études. Il ne suffit pas de les analyser, 
de les décomposer en éléments comme nous ferions dans 
Tétude d'une passion quelconque ; il faut encore tenir compte 
de leur rôle de science rationnelle et ne pas méconnaître 
leur importance logique. Quand on présente une nouvelle 
interprétation des mathématiques, il faut sans cesse démon- 
trer que, malgré celte nouvelle interprétation, les mathéma- 
tiques conservent leur caractère éminemment logique, que 
toutes les propositions restent d'accord les unes avec les 
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autres et se déduisent correctement Tune de Tautre. 

Sans doute M. Santerre soutient que Ton devrait ensei- 
gner les mathématiques d'une toute autre manière et com- 
mencer par de tous autres points de départ, mais il montre 
que cette modification dans les principes ne transformerait 
pas la méthode d'exposition et laisserait à ces études la 
même rigueur déductive. Aussi le voit-on à propos de chaque 
notion nouvelle, jugement de succession, jugement d'identité, 
correspondance des systèmes, démontrer ce qu'il appelle la 
réflexité, la symétricité, la transitivité de ces conceptions 
pour montrer sans cesse quel est l'usage logique qu'on en 
peut faire et dans quelle mesure on reste d'accord avec soi- 
même en les utilisant. 

Ce souci de l'exposition logique qui explique la forme et la 
rédaction du livre me paraît en justifier également les limites. 
C'est lui qui empêche l'auteur de poursuivre plus loin des 
analyses psychologiques intéressantes en elles-mêmes mais 
qui sont en dehors de l'objet spécial qu'il s'est proposé. 
Ainsi il ne se préoccupe pas d'examiner les différentes formes 
de numération duodécimale ou décimale par exemple : ce 
problème qui a été déjà souvent bien étudié se rattache à 
des études historiques et linguistiques, il ne paraît pas essen- 
tiel à une théorie logique du nombre. 

On est surtout étonné de voir que dans un livre qui traite 
de la nature du nombre il ne soit jamais question d'un terme 
que le vulgaire considère comme un nombre intéressant, le 
terme zéro. C'est que le zéro soulève une question plus géné- 
rale et le plus souvent mal posée. Tantôt il ne s'agit que 
d'une manière d'écrire \ a — é = n'est qu'une autre façon 
d'écrire « = â. F (j^ y) =0 est une écriture conventionnelle 
qui a un sens déterminé. Dans d'autres cas le terme zéro 
appliqué à des phénomènes mesurables prend un sens diffé- 
rent suivant la méthode employée, suivant le degré de pré- 
cision des instruments. Ce terme exprime en général le fait 
que nos moyens d'investigation ne nous permettent pas 
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aeluellement de pousser plus loin une certaine étude. Pour 
exprimer un nombre, il faut avoir perçu une certaine diffé- 
rence ou une certaine succession, or, il y a des cas où dans 
les conditions actuelles nous ne pouvons percevoir à propos 
de ces phénomènes ni succession, ni différence et c'est cetle 
ignorance momentanée et relative que nous exprimons par 
le terme zéro. Cette expression de notre ignorance soulève 
ainsi de gros problèmes psychologiques et philosophiques qui 
n'ont guère été encore élucidés clairement. Ils se rattache- 
raient sans doute à l'analyse psychologique du nombre mais 
ils ne font pas partie nécessaire d'un travail surtout logique 
sur les notions élémentaires de l'arithmétique. 

Malheureusement je suis incapable d'apprécier suffisam- 
ment ce caractère logique et mathématique de Touvrage, 
mais j'ai tout lieu de croire qu'il sera reconnu par les mathé- 
maticiens et qu'il donnera une plus grande valeur à une 
œuvre déjà intéressante au point de vue psychologique. 

Malgré ces limites que s'est imposées momentanément 
M. Santerre, il est bien évident que des études ainsi conçues 
sur les principes à la fois psychologiques et logiques des 
mathématiques pourraient s'étendre beaucoup plus loin. Les 
fractions, les nombres décimaux soulèvent des problèmes 
analogues, les formes géométriques sur bien des points sui- 
vent les mêmes règles, les formules algébriques, le calcul 
intégral constituent aussi des langages fondés sur les lois de 
la psychologie élémentaire. 

Certaines de ces études ont déjà été commencées à un point 
de vue presque semblable. M. Méray, professeur à l'univer- 
sité de Dijon, considérait les fractions comme une simple suite 
de deux nombres séparés l'un de l'autre par le signe « sur », 
et il les traitait comme des grandeurs analogues aux autres. 
M. Hilbert, professeur à Gôttingen, a fait la môme étude 
sur les segments de droite et a réformé sur ce point la géo- 
métrie analytique. Il y aurait lieu d'aller plus loin, de réaliser 
Talgèbre universelle que rêvait Leibniz, en montrant que les 
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mêmes lois psychologiques s'appliquent à tous les systèmes 
de grandeur qu'il nous plairait de former pourvu qu'elles 
jouissent des propriétés fondamentales nécessaires pour cons- 
tituer un système arithmétique. 

Un tel livre relierait les théories de ces grands novateurs et 
rendrait un très grand service aux sciences mathématiques en 
proposant un classement rationnel des notions mathéma- 
tiques aujourd'hui si misérablement éparses dans un dédale 
d'axiomes et de principes rattachés à une intuition vague, ou 
inexactement tirés de Texpérience physique et n'ayant aucun 
lien entre eux. 

Un tel livre rendrait aussi de grands services aux sciences 
de la pensée en montrant les lois des opérations élémentaires 
de rintelligence, en faisant voir que depuis le début de l'hu- 
manité il y a eu déjà une analyse profonde de notre con- 
science qui s'exprimait par les mathématiques et en étendant 
ainsi énormément le domaine des études proprement psycho- 
logiques. 

Souhaitons que M. San terre qui a si heureusement réalisé 
la première partie de ce travail puisse la continuer par d'autres 
recherches du même genre et contribuer ainsi à l'union de 
deux études que l'on séparait à tort, les mathématiques et la 
psychologie. 

D^ Pierre Janet. 
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PSYCHOLOGIE DU NOMBRE 



INTRODUCTION 



Pour arriver à mon but, qui est d'expliquer la genèse des 
mathématiques, j'ai besoin de m'appuyer sur quelques idées 
philosophiques. 

Je ne veux, en aucune manière, entrer dans les longues 
discussions que pourrait soulever chacun des termes que 
j'emploie ; je donnerai seulement au début de ce travail 
quelques définitions conventionnelles des termes essentiels. 
11 suffira que ces termes aient un sens précis une fois connu, 
et qu'ils le conservent toujours; car il n'est pas nécessaire 
dans un travail sur les mathématiques, de rechercher dans 
quelle mesure le sens conventionnel attribué à un terme cor- 
respond à l'interprétation plus ou moins juste du même 
terme dans les systèmes philosophiques et psychologiques. 

La science des nombres, qui est le premier échelon de 
toutes les autres, peut s'établir sur un système de principes 
tirés de l'observation psychologique. Ces principes une fois 
posés, on peut en déduire par le raisonnement tous les théo- 
rèmes de l'arithmétique. Cette base expérimentale, et les théo- 
rèmes qui en sont la conséquence logique, sont susceptibles 

Sânterre. 1 
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d*être vérifiés dans une très large mesure par robservation, et 
ne peuvent jamais être infirmés par elle. 

Je commencerai l'exposition de cette suite de principes et 
de déductions par rétablissement de la notion des faits de 
conscience, et par le principe de la conservation du souve- 
nir de ces faits, bases essentielles de toute connaissance 
humaine. 
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CHAPITRE PREMIER 

NOTIONS PSYCHOLOGIQUES FONDAMENTALES 



LES FAITS DE CONSCIENCE 

Les modifications qui s'accomplissent dans notre con- 
science, en y laissant des souvenirs distincts les uns des 
autres, éveillent dans l'esprit l'idée de phénomènes distincts 
les uns des autres qui s'accomplissent en produisant ces mo- 
difications dans notre conscience. Le souvenir de ces phéno- 
mènes se confond avec le souvenir des modifications qu'ils 
ont fait naître. 

DÉFimTioN. — Tout phénomène, que ce soit une perception, 
un sentiment, ou une volition, qui modifie notre conscience, 
s'appelle un phénomène de conscience ou un fait de conscience. 

Principe L — Le souvenir de chacun des phénomènes qui 
ont agi sur notre conscience y persiste d'une façon invariable, 
et y reste distinct du souvenir de chacun des autres. 

II 

SYSTÈMES DE PHÉNOMÈNES 

Les phénomènes qui ont un caractère commun quelconque 
permettant de les distinguer des autres phénomènes de la 
conscience constituent un système défini. 
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Chacun des phénomènes qui constituent un système est dît 
un des éléments du système ou un élément qui îd\i partie du 
système. 

Cette définition n'aura de portée, que lorsque Tobserva- 
tion psychologique nous aura fait voir comment on peut distin- 
guer certains groupes de fait§ de tous les autres, en leur recon- 
naissantou en leur attribuant certains caractères communs, et 
les différentes circonstances dans lesquelles cette distinction 
pourra s'effectuer. Pour parvenir à ce résultat, nous emploie- 
rons plusieurs opérations mentales, dont les principales sont 
les suivantes. 

m 

ACTES VOLONTAIRES 

Principe IL — L'homme a la faculté d'accomplir à son gré 
certains actes qui agissent sur sa propre conscience ; et non 
seulement il conserve le souvenir de ces actes, mais il se rap- 
pelle en outre qu'il les a accomplis à son gré, ce qui lui per- 
met de les distinguer des autres phénomènes qui ont agi sur 
sa conscience. 

Définition. — Tout phénomène qu'une personne fait naître 
à son gré dans sa propre conscience ou dans celle d'une 
autre personne est dit le résultat d'un acte volontaire de la 
personne qui a fait naître le phénomène. 

IV 
CHOIX 

Principe III. — Nous sommes en état de distinguer, à 
notre gré, le souvenir de tel ou tel phénomène de notre con- 
science du souvenir de tous les autres. 

Définition. — Distinguer le souvenir d'un phénomène de 
la conscience du souvenir de tous les autres, s'appelle choisir^ 



NOTIONS PSYCHOLOGIQUES FONDAMENTALES 5 

et constitue un acte de la conscience dont elle conserve le 
souvenir. Cet acte s'appelle un choix. 



ASSOCIATION 

Principe IV. — L'homme a la faculté d'unir le souvenir 
de tel phénomène de sa conscience, qu'il peut choisir à son 
gré, au souvenir de tel autre, qu'il peut aussi choisir à son 
gré ; et l'union de ces souvenirs constituée par l'exercice de 
cette faculté, est un nouveau phénomène dont il conserve le 
souvenir. 

L'homme se rappelle quels sont les phénomènes de la con- 
science dont les souvenirs ont été unis l'un à l'autre, et il se 
souvient aussi que cette union a eu lieu. 

Définition. — Unir un souvenir à un autre s'appelle asso- 
cier ; et l'acte ainsi constitué s'appelle une association. 

Tel phénomène et tel autre phénomène dont les souvenirs 
ont été unis l'un à l'autre sont dits les phénomènes associés^ ou 
bien les éléments de r association. 

Conséquence immédiate. — Il résulte de ces définitions et 
du principe IV, qu'un quelconque des phénomènes de la 
conscience et n'importe quel autre de ces phénomènes peu- 
vent être associés l'un à l'autre ; et que l'association de l'un 
de ces phénomènes à l'autre constitue un acte dont le souvenir 
persiste dans notre conscience invariablement lié aux souve- 
nirs des éléments associés. 

Un phénomène quelconque de la conscience, distinct de 
chacun des éléments d'une association, peut être rattaché à 
cette association. Le nouveau système ainsi constitué agit sur 
notre conscience, et son souvenir y persiste invariablement 
lié aux souvenirs de chacun des éléments de l'association et 
du phénomène qui y a été rattaché. Ce nouveau système est 
dit aussi une association de phénomènes. 
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D'une façon générale, on voit que lorsque nous aurons 
accompli une association, nous pourrons toujours en accom- 
plir une nouvelle en lui rattachant un phénomène quelconque 
de la conscience distinct des précédents. 

Les éléments anciens de cette association et Télément 
nouveau qui lui est associé sont dits les éléments de la nou- 
velle association ; et le souvenir de cette nouvelle association 
persiste dans notre conscience invariablement lié aux souve- 
nirs de ses éléments. 

VI 
LES PERCEPTIONS 

Principe V. — Les actions extérieures, qui s'exercent sur les 
organes de Thomme, font naître dans sa conscience des phé- 
nomènes qu'il a la faculté de distinguer des autres phéno- 
mènes de sa conscience. 

Définition. — Tout fait de conscience qu'une action exté- 
rieure a fait naître dans la conscience de l'homme en s'exer- 
çant sur ses organes s'appelle une jnrception. 

Principe VI. -^ L'homme possède en outre la faculté de 
distinguer les perceptions que des actions extérieures ont fuit 
naître dans sa conscience en agissant sur certains de ses 
organes, de celles que des actions extérieures ont fait 
naître dans sa conscience en agissant sur d'autres organes. 

En particulier, l'homme a la faculté de discerner si Fac- 
tion qui a fait naître une perception dans sa conscience s'est 
exercée sur ses organes visuels ou sur d'autres. Les actions 
qui s'exercent sur nos organes visuels font naître dans notre 
conscience des perceptions qui seront dites des perceptmis 
visuelles. 

De même, l'homme discerne parmi ses perceptions, celles 
que des actions extérieures ont fait naître dans sa conscience 
en s'exerçant sur ses organes auditifs. Ces perceptions sont 
dites des perceptions auditives. 
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VII 
LA PAROLE ET L'ÉCRITURE 

Principe VIL — L'homme possède des organes appelés 
organes vocaux^ qu'il peut, à son gré, mettre en action, de 
façon à faire naître des perceptions auditives dans la cons- 
cience de toute personne placée dans des conditions où celte 
action puisse s'exercer sur ses organes auditifs. 

Il peut distinguer les perceptions que lui-même ou d'autres 
personnes ont fait naître dans sa conscience par l'action de 
leurs organes vocaux, de toutes ses autres perceptions audi- 
tives. Parmi ces perceptions auditives, certaines ont la pro- 
priété d'éveiller par association, dans l'esprit de la [personne 
qui les entend, certaines pensées déterminées. Ces percep- 
tions auditives constituent Aqs perceptions verbales. 

Définitions. — La faculté que possède l'homme de faire 
naître des perceptions verbales dans la conscience s'appelle 
la parole. L'exercice de cette faculté s'appelle aussi la parole. 

Parler désigne l'acte de toute personne qui exerce la 
parole. 

On'exprime que des perceptions verbales agissent sur notre 
conscience en disant que nous entendons parler. 

On exprime à la fois que des perceptions verbales agissent 
sur notre conscience, et que nous savons quelle personne les 
a fait naître, en disant que nous entendons parler telle per- 
sonne. 

Lorsque l'exercice de la parole est pratiqué de façon à 
faire naître dans la conscience une perception verbale dis- 
tincte des autres, cet exercice de la parole est dit une parole. 

Parler de façon à faire naître une perception verbale dis- 
tincte dans la conscience s'appelle prononcer une parole. 

L'homme sait distinguer, parmi ses perceptions verbales, 
celle qu'il a fait naître lui-même et celles que d'autres per- 
sonnes ont fait naître dans sa conscience. 
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Les unes comme les autres constitueront donc des systèmes 
défmis. 

Principe VIII. — Toute personne peut à son gré faire naître, 
au moyen de récriture, des perceptions visuelles dans sa 
conscience et dans celle d'autres personnes. 

L'homme a la faculté de distinguer les perceptions visuelles 
qu'il fait naître par ce moyen dans sa conscience, de ses 
autres perceptions visuelles. Parmi ces perceptions visuelles, 
certaines ont la propriété de faire naître dans la conscience 
de la personne qui les éprouve les mêmes pensées que pou- 
vaient évoquer les paroles précédentes : elles sont dites des 
perceptions graphiques. 

Convention. — Associer une certaine perception graphique à 
une certaine perception verbale s'appelle écrire un mot ; et asso- 
cier une certaine perception verbale à une certaine percep- 
tion graphique s'appelle lire un mot. 

VIII 
DÉSIGNATIONS 

Définition. — Associer une perception verbale à un phéno- 
mène s'appelle : désigner ce phénomène : et le souvenir de la 
désignation d'un phénomène lie invariablement le souvenir de 
la perception verbale au souvenir du phénomène. 

Convention. — L'expression : a un fait A^ notre conscience » 
sert indifféremment à désigner n'importe lequel des faits de 
notre conscience, mais n'en désigne qu'un seul chaque fois 
qu'on l'emploie. 

L'expression : « un autre fait de notre conscience » employée 
à la suite de l'expression : « un fait de notre conscience » 
sert aussi indifféremment à désigner n'importe lequel des 
faits de notre conscience ; mais le seul fait qu'elle désigne, 
chaque fois qu'on l'emploie, n'est pas celui qui est désigné 
par l'expression : « un fait de notre conscience » , 
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J'emploierai l'expression : « deux faits de conscience » 
pour désigner à la fois un fait de conscience et un autre fait 
de conscience, sans attribuer provisoirement au mot deux 
d'autre signification que celle de « un et un autre ». Le mot 
ne sera employé provisoirement qu'avec ce sens restreint, sans 
lui attribuer d'autre signification. 

Pour établir les relations générales entre les phénomène^î 
de notre conscience, j'aurai besoin des désignations usuelles 
du calcul littéral : chaque lettre de l'alphabet pourra désigner 
n'importe lequel des faits de notre conscience, mais toujours 
le même dans le courant d'un même raisonnement ou d'une 
même théorie. 

Quand j'aurai fait choix d'une lettre A pour désigner tel 
fait de notre conscience, je dirai indifféremment pour désigner 
ce fait : A ou le fait A, ou le fait désigné par A. 



CHAPITRE II 

RELATIONS FONDAMENTALES ENTRE LES FAITS 

DE CONSCIENCE 

L'exercice des opérations précédentes fournit à la conscience 
un certain nombre de notions qui permettent d'établir entre 
les divers phénomènes des relations, dont les principales 
sont Tantériorité, la postériorité et l'identité. 

I 

ANTÉRIORITÉ, POSTÉRIORITÉ DE PHÉNOMÈNES 

Principe IX. — Tout phénomène de notre conscience, que 
ce soit une perception, un sentiment, ou une volition, s'y 
accomplit avec le slouvenir d'autres phénomènes. 

Le fait qui s'accomplit est dit .le faii présent ; ceux dont le 
souvenir accompagne l'accomplissement de ce fait, sont dits 
les faits paués, et nous sommes en état de distinguer le fait 
présent des faits passés. 

Soit un fait présent A qui s'accomplit avec le souvenir des 
faits passés P, P',..., P'. Nous sommes en état de conserver 
d'une façon invariable dans notre conscience le souvenir de 
ces divers faits ; et nous avons en outre la faculté de nous 
souvenir que le fait A s'est accompli avec le souvenir des 
faits?, F,..., P". 

DÉriMTioN. — L'accomplissement de A établit donc dans 
notre conscience une relation permanente entre le souvenir 
du fait A et celui de chacun des faits P, P\..., P''; ce qui s'ex- 
prime en disant que A s'est accompli postérieurement à P, P'..., 
P'', ou que P, P',..., P'' se sont accomplis antérieurement à A. 
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On exprime plus simplement ces relations entre le fait A et 
chacun des faits P, F..., P'', en disant qUe le fait A esl posté- 
rieur à chacun des faits P, P',..., P'', ou que chacun des 
faits P, P',..., P" ^st antérieur au fait A, ce qui s'écrit : 

A»P A»P A»P" 

OU 

P«A P'«A P'« A 

On exprime les mêmes relations entre A et P en disant, 
soit que P précède A, soit que A suit P ou succède à P. 

Principe X. — Lorsqu'un phénomène A s'est accompli avec 
le souvenir des phénomènes P, P^.., P'', aucun des phéno- 
mènes P, P',..., P'' ne s'est accompli avec le souvenir du phé- 
nomène A, qui n'existait pas encore dans notre conscience 
quand P, P',..., P" s'y sont accomplis. 

Ceci s'exprime dans le langage convenu que nous avons 
défini. 

Les faits P, P'..., P'' antérieurs à un fait A ne sont jamais 
postérieurs à ce phénomène. 

Ou encore, les relations : 

A « B et A » B 

entre A et B, sont incompatibles. 

Principe XL — Un fait de notre conscience, que nous dési- 
gnerons par A, peut être postérieur à des faits P, P'..., P'' de 
notre conscience et antérieur à d'autres Q, Q', ..., Q'\ ce qui 
s'écrit : 

A»P, A»P,....A»P'' 
A«Q, A«Q, A«Q^' 

Théorème L — Lorsqu'un fait de conscience A est postérieur 
à un fait P et antérieur à un fait Q, il en résulte que P est 
antérieur à Q. 

En effet, le fait Q s'accomplit avec le souvenir du fait A; 
mais le souvenir de A étant invariablement lié au souvenir de 
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P, il s'ensuit queQ s'accomplit avec le souvenir de P, ce qui 
s'exprime en disant que P est antérieur à Q. 

Transitivité de l'antériorité de phénomènes. — La 
propriété de deux phénomènes de conscience P et Q d'être 
nécessairement liés l'un à l'autre par la relation d'antério- 
rité : 

r 

P«Q 

lorsqu'ils sont liés l'un et l'autre à un même phénomène de 
conscience A par les relations d'antériorité : 

P«A A«Q 

s'appelle la propriété transilive de ces deux dernières antério- 
rités de phénomènes qui expriment, Tune Tanlériorité de P, 
l'autre la postériorité de Q sur un même phénomène A. 

La propriété transitive de deux telles antériorités qui 
s'énoncent encore à la fois sous la forme : 

P«A«Q 

est dite la propriété transitive des antériorités de faits de 
conscience. 

Phénomènes successifs. — Quand un phénomène A de 
notre conscience est lié à un autre phénomène B de notre 
conscience par l'une des relations incompatibles : 

A«B ou A»B (1) 

on exprime ce fait en disant : le phénomène A et le phéno- 
mène B sont successifs. 

On exprime le même fait en disant : le phénomène B et le 
phénomène A sont successifs. 

En effet, cette nouvelle expression signifie que B est lié à A 
par l'une des relations : 

B«A ou B»A 
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qui ont respectivement la même signification que les relations 
suivantes : 

A»B et A«B (2) 

Les relations (1) et (2) étant les mêmes, il en résulte qu'en 
disant : le phénomène A et le phénomène B sont successifs, 
ou le phénomène B et le phénomène A sont successifs, on 
exprime que les phénomènes A et B sont liés par l'une des 
relations (1) ou par Tune des relations (2), ce qui constitue 
deux expressions synonymes. On dit aussi : les phénomènes 
A et B ou B et A sont successifs. 

Lorsque les phénomènes A et B sont successifs, Tun A de 
ces phénomènes est lié à l'autre B par Tune des relations : 

A « B (1) 

A » B (2) 

La relation (1) exprime que le phénomène A est antérieur à 
Taulre B, tandis que la relation (2) exprime indirectement 
que le phénomène B est antérieur au phénomène A. 

Donc, lorsque des phénomènes A et B sont successifs, l'un 
de ces phénomènes est antérieur à l'autre ; et, pour qu'un 
phénomène et un autre phénomène soient successifs, il faut 
et il suffit que l'un d'eux soit antérieur à l'autre. 

On pourra dire aussi : pour qu'un phénomène et un autre 
soient successifs, il faut et il suffit qu'ils s'accomplissent l'un 
après l'autre. 

On exprime encore que deux phénomènes sont successifs en 
disant qu'ils se succèdent ou qu'ils constituent une succession 
de deux phénomènes. 

Lorsque tout élément A d'un ensemble de phénomènes est 
lié à tout autre élément B de cet ensemble par l'une ou l'autre 
des deux relations incompatibles d'antériorité ou de postério- 
rité : 

A«B A»B 
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on exprime ce fait en disant que cet ensemble de phénomènes 
est constitué par des éléments successifs. 

Ordre de succession de deux phénomènes. — Le mode d'ac- 
complissement de deux phénomènes successifs A et B est 
caractérisé par ce fait que les accomplissements de A et de B 
sont toujours liés Tun à l'autre par l'une des relations incom- 
patibles d'antériorité : 

A«B B«A 

Celle de ces deux relations qui régit le mode d'accomplis- 
sement des deux phénomènes A et B, définit un caractère 
propre au mode d'accomplissement de ces deux phénomènes, 
tandis que la relation symétrique d'antériorité entre A et B 
est incompatible avec le mode d'accomplissement de A et 
de B. Le caractère propre au mode d'accomplissement de 
deux phénomènes successifs A et B défini par l'une des deux 
relations A « B, B « A s'appelle V ordre de succession des 
phénomènes A et B. 

L'accomplissement de deux phénomènes successifs, A et B, 
ne nous fait pas seulement connaître chacun des éléments 
qui constituent cette succession de phénomènes ; il nous fait 
connaître, en outre, l'ordre dans lequel ils se succèdent ou, 
comme l'on dit encore, l'ordre dans lequel ils sont rangés. 

Ordre de succession des éléments d'un ensemble quel- 
conque DE PHÉNOMÈNES. — Lorsqu'uu euscmblc dc phénomèues 
est constitué par des éléments successifs, l'ordre de succession 
de chacun des éléments de cet ensemble par rapport à cha- 
cun des autres, définit le mode d'accomplissement des phé- 
nomènes de l'ensemble. 

Le mode d'accomplissement des phénomènes d'un ensemble 
quelconque de phénomènes déterminé par les relations d'an- 
tériorité qui lient chacun des éléments de cet ensemble aux 
autres éléments de l'ensemble, définit un caractère de l'accom- 
plissement des éléments du système. 
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Ce caractère propre à Vaccomplissement des éléments d'un 
ensemble de phénomènes successifs, est dit Tordre de succes- 
sion de ces phénomènes. 

Phénomènes intermédiaires. — Si un phénomène A de 
notre conscience est lié à un phénomène P et à un autre 
phénomène Q de notre conscience par Tune des relations 
transitives : 

P«A«Q ou P»A»Q (1) 

on exprime ce fait en disant que le phénomène A est inter- 
médiaire aux phénomènes P et Q. On peut aussi dire : le 
phénomène A est intermédiaire aux phénomènes Q et P, car 
on exprime qu'il existe entre ces phénomènes une des rela- 
tions : 

Q«A«P ou Q»A»P (2) 

Comme les relations (2) résultent des relations (1) et réci- 
proquement, on voit que cette nouvelle expression a le même 
sens que la précédente. 

Lorsqu'un phénomène A est intermédiaire aux phénomènes 
P et Q, on a Tune ou l'autre des relations : 

P«A«Q P»A»Q 

De l'une résulte la relation : 

P«Q 

et de l'autre la relation : 

P»Q 

Il s'ensuit que si un phénomène A est intermédiaire à des 
phénomènes P et Q, ces phénomènes sont successifs. 

Comme les relations P « Q, P » Q sont incompatibles, il 
en résulte que les relations (1) sont incompatibles, et qu'une 
seule de ces relations peut exister pour un phénomène inter- 
médiaire à P et Q. 
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Comme les relations (1) peuvent s'exprimer : 

P«A«Q et Q«A«P 

il en résulte que le phénomène A intermédiaire à P et Q, est 
postérieur à Tun de ces phénomènes et antérieur à l'autre ; et 
réciproquement. 

Donc, pour qu'un phénomène de la conscience soit inter- 
médiaire à un phénomène P et à un autre phénomène Q, il 
faut et il suffit qu'il soit postérieur à l'un d'eux et antérieur à 
l'autre. 

Il résulte encore des relations (1) que si un phénomène A 
est intermédiaire à P et à Q, les phénomènes P et Q sont 
successifs. 

Si on a P « Q, on a la relation : 

P«A«Q 

Si on a Q « P, on a la relation i 

Q«A«P 

II 

ANTÉRIORITÉ, POSTÉRIORITÉ DE PAROLES 

Il résulte du principe VU basé sur l'observation psycholo- 
gique de la parole, que l'homme peut à son gré prononcer 
une parole, et que cette parole fait naître une perception ver- 
bale dans sa propre conscience et dans celle de toute autre 
personne qui entend prononcer cetle parole. 

L'homme a conscience d'avoir mis volontairement en action 
le fonctionnement de ses organes vocaux, car il a conscience 
de tous ses actes volontaires, et il en conserve le souvenir 
comme nous l'avons établi au principe il par l'étude psycho- 
logique des actes volontaires. 

11 en résulte que si une môme personne prononce succes- 
sivement deux paroles, elle sait toujours laquelle des deux a 
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été prononcée antérieurement à Tautre, comme nous Tavons 
établi en traitant de Tantériorité d'un fait de conscience sur 
un autre. 

La notion d'antériorité d'une parole sur une autre a un 
sens précis quand les deux paroles ont été prononcées par 
une même personne, mais cette notion n'est pas directe- 
ment applicable quand les deux paroles ont été prononcées 
par des personnes différentes, car ces deux paroles sont 
le résultat de deux actes qui s'accomplissent dans deux 
consciences différentes ; et chacune d'elles ne peut connaître 
directement les actes de l'autre. 

Un acte d'une personne P et un acte d'une autre personne 
P' ne peuvent parvenir à la connaissance d'une personne P" 
que par les perceptions que ces deux actes font naître dans la 
conscience de P". On pourra connaître ainsi Tantériorité de 
Tune de ces perceptions sur l'autre, mais on ne pourra en 
déduire la notion d'antériorité des actes qui font naître ces 
perceptions que par des conventions appropriées. 

Pour étendre la notion d'antériorité d'une parole à une 
autre parole au cas où ces deux paroles ne sont pas pronon- 
cées par la même personne, il convient d'établir d'abord le 
principe suivant basé sur l'observation psychologique des 
perceptions verbales. 

Principe XII. — Une même personne peut toujours pro- 
noncer successivement deux paroles a et b; et elle se rappelle 
toujours laquelle de ces deux paroles a été prononcée avant 
l'autre. Si la parole a a été prononcée avant la parole ^, les 
perceptions verbales a et ^ que ces paroles font respective- 
ment naître dans la conscience de toute personne P qui les 
entend, sont liées par la relation d'antériorité : 

Si deux paroles a ^ih prononcées l'une par une personne, 
l'autre par une autre personne font naître respectivement des 

Santebre. 2 
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perceptions verbales a et p dans la conscience d'une même 
personne P, et si ces perceptions sont liées par la relation 
d'antériorité : 

les perceptions orales a' et ?' que les paroles a et b font res- 
pectivement naître dans la conscience de toute autre per- 
sonne F qui les entend, seront liées par la relation d'anté- 
riorité : 

a' « y 

Définition de l'antériorité de paroles. — Ce principe nous 
permet de définir la relation d'antériorité d'une parole a sur 
une autre parole b^ par la propriété des paroles a ^i b de 
faire naître respectivement des perceptions verbales a et ? dans 
la conscience de toute personne qui les entend; et cela de 
telle façon que a et ? soient liés par la relation d'antériorité : 

Ainsi, on dira que la parole a est antérieure à la parole b 
ou que la parole b est postérieure à la parole a^ et l'on écrira : 

a«è et 6»a (1) 

pour exprimer que les perceptions verbales a et ? que les 
paroles a ^i b font respectivement naître dans la conscience 
d une personne quelconque P, sont liées par les relations 
d'antériorité et de postériorité : 

a«petp«a ' (2) 

Les relations (1) sont dites l'une une antériorité, et l'autre 
une postériorité de paroles. 

Remarque. — La relation d'antériorité a ^^ ^ qui a lieu 
entre les deux perceptions verbales a et ,3 que deux paroles 
a et b ont fait respectivement naître dans la conscience d'une 
personne P, n'entraîne pas toujours la relation d'antériorité 
a^ « \^ entre les deux perceptions verbales ^' et ^ que les 
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deux paroles a ^i b font respectivement naître dans la con- 
science d'une autre personne P'. 

Pour que Tune de ces relations entraîne l'autre, il faut et 
il suffit que la personne qui entend les paroles û et ô soit 
placée à la même distance des deux personnes qui parlent et 
qu'elle demeure à des distances égales de ces deux personnes 
jusqu^à l'accomplissement final des deux perceptions verbales. 

La définition de l'antériorité d'une parole a sur une pa- 
role ô, basée sur le principe Xll, doit donc être restreinte 
au cas où la personne qui entend les deux paroles a et ô et 
celles qui les prononcent, remplissent les conditions suffi- 
santes pour que le principe Xil soit applicable. 

Il faut encore remarquer qu'aucune restriction n'est im- 
posée à la définition de l'antériorité de deux paroles pronon- 
cées par une même personne qui concorde toujours avec 
l'antériorité des deux actes volontaires de la personne qui a 
prononcé les paroles. 

Dans les conditions ordinaires de la vie, les personnes qui 
prononcent deux paroles et celle qui entend ces deux paroles, 
remplissent les conditions suffisantes pour pouvoir établir la 
relation d'antériorité de l'une de ces paroles sur l'autre, d'après 
la définition que nous avons adoptée. 

Transitivité des antériorités de paroles. — Les antério- 
« rites transitives de paroles : 

a«é K<c (1) 

entraînent toujours l'antériorité de paroles : 

a « c (2) 

car si nous désignons par a, |3, y les perceptions verbales que 
les paroles a, b^ c font respectivement naître dans la con- 
science d'une personne, ces perceptions sont liées par les 
antériorités de faits de conscience : 
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qui entraînent rantériorité de faits : 

« « Y (4) 

Les paroles a et c faisant naître les perceptions verbales 
a et y dans la .conscience d'une personne, il résulte de la 
relation (4) que les paroles a tib sont liées par Tantériorité 

ce qu'il fallait établir. 

Ordre de succession de deux paroles successives. — Deux 
paroles A et B sont dites successives lorsqu'elles sont liées 
par l'une ou l'autre des relations d'antériorité : 

A«B B«A 

Celle des deux relations d'antériorité, incompatible avec 
l'autre, qui lie les deux paroles successives A et B, exprime 
leur ordre de succession, tandis que l'autre relation d'anté- 
riorité, possible entre deux paroles successives, A et B, ex- 
prime un autre ordre.de succession incompatible avec l'ordre 
de succession des paroles A et B. 

Deux paroles a et ^ prononcées successivement par une 
même personne A, nous font connaître jion seulement ces 
deux paroles, mais encore Tordre dans lequel elles se sont 
succédé, ainsi qu'il résulte immédiatement du principe XII 
de l'antériorité des paroles et des définitions que nous venons 
d'établir. 

Paroles intermédiaires. — Une parole A, liée à deux pa- 
roles P et Q par l'une ou Tautre des relations transitives d'an- 
tériorité : 

P«A«Q Q«A«P 

est dite une parole intermédiaire aux paroles P et Q. 

Il résulte immédiatement de la transitivité de l'antériorité de 
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paroles, que si une parole A est intermédiaire à deux paroles 
P et Q, les paroles P et Q sont des paroles successives. 

III 

ANTÉRIORITÉ, POSTÉRIORITÉ DE PHÉNOMÈNES PHYSIQUES 

Nous avons to^t d'abord défini Tantériorité d'un phéno- 
mène psychique sur un autre. Nous avons ensuite étendu cette 
notion aux paroles, c'est-à-dire aux phénomènes qui font 
naître des perceptions verbales dans la conscience de toute 
personne qui subit l'action de ces phénomènes. Il s'agit main- 
tenant de montrer comment la notion d'antériorité peut s'ap- 
pliquer à deux phénomènes physiques quelconques, et com- 
ment on peut reconnaître dans chaque cas particulier lequel 
des deux phénomènes est antérieur à l'autre. 

Les phénomènes physiques ne sont que des faits imaginés 
par nous pour édifier dans notre esprit une représentation 
de Tunivers que nous ne pouvons connaître que par les per- 
ceptions qui agissent sur notre conscience; et ce sont ces 
phénomènes fictifs qui sont considérés comme la cause de 
nos perceptions. 

La base sur laquelle repose l'établissement de l'antériorité 
d'un fait physique sur un autre, est, avant tout, l'antériorité 
de la perception de ce fait sur la perception de Taulre. Cepen- 
dant l'ordre de succession de deux faits A et B pourra ne pas 
être déduit uniquement de l'ordre de succession des percep- 
tions A' et B' que ces faits font naître respectivement dans 
la conscience d'une même personne. 

L'antériorité de l'un des phénomènes A et B sur Taulre, 
basée seulement sur l'antériorité de l'une des perceptions 
A' et B' sur l'autre, peut n'être qu'apparente. 11 y a lieu de 
rechercher si cet ordre apparent de succession des phéno- 
mènes A et B ne doit pas être modifié pour être mis en 
accord avec la loi que nous admettons pour la propagation 
des actions des phénomènes, entre les endroits où ils s'ac- 
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complissent et la place occupée par la personne qui subit 
leur action. 

Les raisons qui feront intervertir Tordre de succession 
apparent de deux phénomènes A et B, seront principalement 
basées sur la nécessité d'établir un accord complet entre la 
notion d'antériorité des phénomènes et les théories adoptées 
pour la propagation du son et de la lumière à travers les mi- 
lieux qui nous séparent des lieux où s'accomplissent les phé- 
nomènes physiques considérés. 

Dans chaque cas particulier, l'interprétation de nos théo- 
ries mondiales nous permettra toujours de reconnaître lequel 
des deux phénomènes physiques considérés est antérieur à 
l'autre. 

L'ordre de succession de deux phénomènes physiques A 
et B établi par une personne P qui subit les actions de A et 
de B en les interprétant d'après les principes qui règlent notre 
représentation du monde extérieur, doit être le même pour 
toute autre personne P' qui subit les actions de A et de B en 
les interprétant suivant les mêmes principes. 

La relation d'antériorité d'un phénomène A sur un phéno- 
mène B n'est donc pas une relation dépendante de l'inter- 
prétation d'une seule personne placée à tel ou tel endroit et 
dans telles ou telles conditions déterminées. 

Cette relation est la même quelles que soient les personnes 
sur lesquelles les actions des deux phénomènes s'exercent. 
Elle constitue donc une relation caractéristique des deux phé- 
nomènes physiques considérés. 

Cette relation propre à deux phénomènes physiques qui 
s'établit dans la conscience de toute personne qui subit leur 
action, contribue à justifier l'introduction du concept de phé- 
nomènes physiques dans notre système de représentation du 
monde extérieur. 

La notion d'antériorité de deux faits de conscience se 
trouve ainsi étendue à deux phénomènes physiques quel- 
conques. 
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L'application des lois qui régissent le monde extérieur, aux 
conceptions de phénomènes, d'espace et de temps que nous 
avons introduites dans notre représentation de l'univers, 
nous permet d'étendre les propriétés des faits de conscience 
à n'importe quels phénomènes physiques par l'observation 
raisonnée de la nature dans chaque cas particulier. 

Le principe X de contradiction qui établit l'incompatibilité 
de la relation d'antériorité A << B, entre les deux faits de 
conscience A et B, avec la relation symétrique d'antériorité 
B « A entre les mômes faits, doit être étendu à deux phé- 
nomènes physiques quelconques sous la forme suivante : 

PiiiisciPE X bis, — Deux phénomènes quelconques A et B 
liés entre eux par la relation d'antériorité A « B ne sont 
jamais liés par la relation d'antériorité symétrique B « A. 

TuAKSITIVITÉ DE l'aNTÉRIORITÉ DE PllÉ>'OMÈNES PHYSIQUES. 

— La transitivité de Tantériorité de phénomènes physiques, 
tî'est-à-dire la propriété des deux relations d'antériorité : 

P«A A«Q 

entre des phénomènes physiques P, A, Q, d'entraîner tou- 
jours la relation : 

P«Q 

entre les phénomènes P et Q résulte directement du concept 
de temps tel qu'il existe dans notre représentation du 
monde. 

La transitivité des antériorités de phénomènes de cons- 
cience, précédemment établie avec le même sens restreint 
aux phénomènes de conscience, devra donc être étendue à la 
transitivité des antériorités de phénomènes, quel que soit le 
genre de ces phénomènes. 

Définitions communes a toute espèce de phénomènes. — 
Les définitions de phénomènes successifs, de phénomènes 
intermédiaires, et la notion de Tordre de succession de deux 
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phénomènes de conscience, s'appliquent à des phénomènes 
quelconques sans avoir à distinguer s'ils sont psychiques ou 
physiques. 

Remarque. — L'assimilation est donc complète entre les 
relations d'antériorité des phénomènes psychologiques et celles 
des phénomènes physiques. 

Toutefois, il faut remarquer que l'établissement des rela- 
tions d'antériorité des phénomènes psychiques repose sur un 
très petit nombre de principes psychologiques. Les relations 
d'antériorité des paroles reposent sur un nombre encore 
assez restreint de principes, tandis que l'extension des 
mêmes relations aux phénomènes physiques repose sur tous 
les concepts introduits dans la représentation du monde 
extérieur, et sur les lois expérimentales qui régissent ces con- 
cepts. 

IV 
L'IDENTITÉ DES PHÉNOMÈNES 

Définition de l'identité des faits de conscience. — Un 
fait de conscience A se distingue d'un fait de conscience B 
parce que, d'après le premier principe établi, les souvenirs 
de A et de B persistent d'une façon invariable dans notre 
conscience en restant toujours distincts l'un de l'autre. 

Mais il est établi par le principe d'antériorité que le fait A 
s'accomplit toujours avec le souvenir d'autres faits P, P\... P'', 
tandis que B s'accomplit avec le souvenir des faits Q, Q'... Q'', 
et que les souvenirs qui ont accompagné l'accomplissement 
de A et de B persistent invariablement liés aux souvenirs de 
A et B sans se confondre avec eux. 

Deux faits A et B peuvent se distinguer l'un de l'autre sans 
tenir compte des faits qui ont accompagné leur accomplisse- 
ment, ou bien ils ne pourront plus se distinguer Tun de l'autre 
si Ton ne tient pas compte des faits qui ont accompagné 
leur accomplissement. 
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Dans un cas, c'est-à-dire lorsque deux phénomènes de 
conscience ne se distinguent Tun de Fautre que par la place 
qu'ils ont occupée dans notre conscience, ils sont dits des 
phénomènes idenliques. Dans l'autre cas, c'est-à-dire lorsque 
les deux phénomènes se distinguent l'un de l'autre indépen- 
damment de la place qu'ils ont occupée dans notre cons- 
cience, ils ne sont pas identiques, et on exprime ce fait en 
disant qu'ils sont différents. 

Deux phénomènes distincts seront donc toujours iden- 
tiques ou différents. 

La désignation de phénomènes de conscience identiques 
ou différents que nous venons de définir, n'exprime pas la 
relation entre tout phénomène A et tout phénomène B, puis- 
qu'elle ne s'applique pas au cas où A et B ne désignent pas 
deux phénomènes distincts, c'est-à-dire au cas où A et B 
désignent l'un et l'autre un seul et même phénomène. Les 
définitions que nous avons données de l'identité et de la diffé- 
rence de deux phénomènes de conscience, ne sont que des 
cas particuliers d'une théorie plus complète de l'identité de 
faits de conscience, pour laquelle nous adoptons les définitions 
suivantes : 

Définition. — Tout phénomène de conscience qui ne peut 
se distinguer d'un phénomène A, quand on ne tient pas 
compte des souvenirs qui ont accompagné leur exécution, est 
dit identique à A. 

Tout phénomène de conscience qui peut se distinguer du 
phénomène A, sans tenir compte des souvenirs qui ont 
accompagné leur exécution est dit différent de A. 

Définition générale de l'identité des phénomènes. — 
L'identité de deux phénomènes telle que nous venons de la 
définir, ne s'applique qu'à des phénomènes psychiques. 

Cette première définition était nécessaire à l'intelligence de 
la notion d'identité, parce que l'identité de faits de conscience 
sert de base principale à la théorie générale de l'identité. 
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11 convient toutefois d'établir une autre définition qui s'ap- 
plique également aux phénomènes de conscience et aux phé- 
nomènes physiques, dont Tantériorité et la postériorité ont 
été définies au paragraphe précédent. 

Nous remarquerons tout d'abord que deux phénomènes 
A et B, peuvent se distinguer Tun de Tautre par ce fait qu'un 
phénomène C n'a précédé l'accomplissement que d'un seul 
des phénomènes A et B. 

Si deux phénomènes A et B peuvent se distinguer l'un de 
l'autre sans tenir compte des relations d'antériorité ou de 
postériorité qui existent entre chacun d'eux et tout autre 
phénomène, on exprime ce fait en disant que les phéno- 
mènes A et B sont différents. 

Tout phénomène X qui ne peut se distinguer d'un phéno- 
mène A quand on ne tient compte d'aucune des relations 
d'antériorité qui lient les phénomènes X et A à n'importe 
quel phénomène physique ou psychique est dit un phénomène 
identique à A. 

Il résulte de ces définitions que tous les phénomènes qui 
ne sont pas identiques à l'un d'eux A, sont différents de A. 

On exprimera donc le même fait en disant qu'un phéno- 
mène est différent de A ou qu'il n'est pas identique à A. 

Expression algébrique de l'identité. — Si nous désignons 
par A un phénomène, et par B encore un phénomène, on 
exprime que le phénomène A est identique au phénomène B 
en disant ; « A identique à B », ce qui s'écrit : 

A = B 

Cette manière de s'exprimer par signes et caractères, s'ap- 
pelle une expression algébrique^ et l'expression algébrique 
A ^= B s'appelle une identilé. L'identité dans laquelle les 
caractères désignent exclusivement des phénomènes s'appelle 
une identité de phénomènes , 

Réflexité de l'identité. — Une identité dans laquelle les 
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caractères sont identiques, comme dans Tidentité : A ^ A, 
est dite une identité réflexe. 

Il résulte de la définition de l'identité que tout phénomène 
est identique à lui-même. Toute identité réflexe de phéno- 
mènes, telle que A = A, aura donc lieu quel que soit le phéno- 
mène désigné par les caractères A. 

On exprime qu'une identité réflexe a lieu, quel que soit le 
phénomène désigné par ses deux caractères identiques, en 
disant que l'identité de phénomènes est réflexe. 

Symétricité de l'identité. — Une identité constituée par 
deux termes A et B, qui s'énoncent dans l'ordre de succes- 
sion A << Bj et une autre identité constituée par les mêmes 
termes qui s'énoncent dans Tordre de succession B « A sont 
dites des identités symétriques, 

Jl résulte encore de la définition de l'identité que si un 
phénomène A est identique à un phénomène B, le phéno- 
mène B est aussi identique au phénomène A. 

On peut donc dire indiff'éremment que A est identique à B, 
ou que B est identique à A, ce qui s'exprime à la fois en 
disant que A et B sont identiques. 

Si donc une identité de phénomènes : 

A=B 

a lieu, l'identité symétrique : 

B=A 

a lieu ; et réciproquement, si l'identité de phénomènes : 

B = A 

a lieu, l'identité symétrique : 

A = B 

a lieu aussi. 

On exprime cette propriété des identités de phénomènes, 
en disant que l'identité de phénomènes est symétrique. 



28 PHENOiMENES ET SYSTEMES DE PHENOMENES 

Transitivité de l'identité. Principe XIII. — Lorsqu'un 
phénomène A, et un phénomène B, sont* l'un et l'autre 
identiques à un phénomène C, ces deux identités entraînent 
toujours ridentité de A et de B. 

Ceci s'exprime en se servant des expressions algébriques. 

Les identités de phénomènes : 

A=G B=C 

entraînent toujours l'identité des phénomènes : 

A^B 

On exprime habituellement cette propriété de deux identi- 
tés de phénomènes ayant un terme commun, en disant que 
l'identité de phénomènes est transitive. 

Le principe XIII comporte l'extension suivante, que nous 
énoncerons ainsi : 

Principe XIII bis, — Si un phénomène A et un phénomène 
B sont identiques l'un à un phénomène G, l'autre à un phé- 
nomène C identique à C, il en résulte toujours que A et B 
sont des phénomènes identiques. \ 

En effet, on a par hypothèse les identités : 

A = G B=C' C = C' 

11 résulte du principe de la transitivité. des identités que 
A = C et C = C entraînent A = C qui avec B = C consti- 
tuent les deux identités transitives : 

A = C' B = C' 

D'où il résulte : 

A = B 

Les identités de phénomènes : 

A=C B=G' G=G' 

entraînent donc l'identité : 

A = B 
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ce qui s'exprime en disant que si des phénomènes A et B 
sont identiques Fun à un phénomène C, Tautre à un phéno- 
mène C identique à C, les deux phénomènes A et B sont iden- 
tiques entre eux ; ce qu'il fallait démontrer. 

Généralisation de la notion de faits identiques. — La 
définition de l'identité nous fournit un moyen, applicable à 
n'importe quel phénomène de notre conscience, de décider si 
ce phénomène est identique ou n'est pas identique à un phé- 
nomène A. Nous pourrons donc déterminer individuellement 
quels sont les phénomènes identiques à un phénomène A, et 
ces actes constitueront un système dénommé : le système des 
phénomènes identiques au phénomène A. 

Il résulte de la propriété réflexe de l'identité que le phéno- 
mène A est un des éléments du système. 

il résulte de la propriété transitive de l'identité que tout 
élément X du système est aussi identique à n'importe quel 
élément Y du système. 

En effet, les identités : 

XxeeA Y=A 

expriment que X et Y font partie du système, et de ces iden- 
tités, il résulte l'identité : 

X=Y 

qui exprime que l'élément X est identique à l'élément Y. 

Tout phénomène Z de la conscience, identique à un élé- 
ment quelconque X du système, fait aussi partie du systènie, 
car on a par hypothèse les identités : 

d'où résulte l'identité : 

Z = A 

qui exprime que le phénomène X fait partie du système. 
Le système des phénomènes identiques à A comprend donc 
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tous les phénomènes identiques à Tun quelconque des phéno- 
mènes de ce système. La connaissance d'un quelconque X 
des phénomènes identiques à A, permettra de déterminer 
chacun des phénomènes identiques à X, et par conséquent 
de définir le système des phénomènes identiques à A. 

On exprimera que les phénomènes d'un système sont iden- 
tiques à Tun quelconque d'entre eux, en disant que les phéno- 
mènes de ce système sont identiques entre eux^ ou plus sim- 
plement qu'ils sont identiques. 

Expression algébrique de la non-identité. — Nous avons 
déjà établi que tout phénomène A est ou n'est pas identique 
à un phénomène quelconque B. Nous avons vu comment on 
exprime algébriquement qu'un phénomène A est identique à 
un phénomène B. 

Nous allons faire connaître comment on exprime algébri- 
quement qu'un phénomène A n'est pas identique à un phéno- 
mène B, c'est-à-dire que les phénomènes A et B sont diffé- 
rents Tun de l'autre. 

Pour exprimer que deux phénomènes A et B sont liés l'un 
à Tautre par cette relation, on dit indifféremment : « A non 
identique à B » ou « B non identique à A », ce qui s'écrit: 

A^B B^A 

Ces deux manières d'exprimer ou d'écrire la non-identité 
de deux phénomènes, en désignant les phénomènes par des 
lettres séparées l'une de Tautre à l'aide du signe ^, consti- 
tuent deux expressions algébriques symétriques. 

11 faut remarquer, que si la non-identité de phénomènes 
est symétrique, elle n'est jamais réflexe comme l'identité de 
phénomènes. 

Il faut remarquer, en outre, que la transitivité de deux de 
ces expressions algébriques ayant un terme commun ne s'im- 
pose pas comme pour les identités de phénomènes. Ainsi les 
expressions algébriques : 

A^B B^G 
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n'entraînent pas nécessairement Texpression : 

Phénomènes respectivement identiques a des phénomè- 
^'Es DIFFÉRENTS. — Si dcux phénomènes différents A et B 
sont identiques, Ton à un phénomène C, l'autre à un phéno- 
mène C, les phénomènes C et C sont toujours différents Tun 
de l'autre. 

En effet, il résulte directement du principe XIII bis, que la 
condition nécessaire pour que deux phénomènes A et B puis- 
sent être identiques l'un à un phénomène C, Tautre à un 
phénomène C identique à C, est que A et B soient des' phé- 
nomènes identiques. 

Si donc deux phénomènes A et B sont différents, c'est-à- 
dire, si l'on a : 

A^B 

les identités : 

A = G B = C' C=C 

ne peuvent pas toutes avoir lieu avec la précédente relation, 
qui exprime que la condition nécessaire pour que ces identi- 
tés aient lieu n'est pas réalisée. 

Si donc deux phénomènes A et B différents l'un de l'autre, 
et deux phénomènes C et C' sont tels que l'on ait : 

A^B A=G B=C' (1) 

les phénomènes C et G' ne seront jamais liés par la relation 
C ^ C', c'est-à-dire qu'ils seront toujours liés l'un à l'autre 
par la relation : 

G ^ G' (2) 

La relation (1) entraîne donc toujours la relation (2), ce 
qui s'exprime en langage ordinaire dans les termes où est 
énoncée la proposition à démontrer. 

Accomplissements distincts du même phénomène. — Lors- 
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que des phénomènes de la conscience sont identiques, on 
considère chacun d'eux comme le même phénomène qui s'est 
accompli, tantôt avec certains souvenirs, et tantôt avec d'au- 
tres souvenirs, qui permettent de distinguer les uns des 
autres les divers accomplissements de ce phénomène. 

Nous avons précisé au §VIII du chapitre Ile sens de l'expres- 
sion « un autre fait de conscience » employée à la suite d'une 
expression qui désigne un fait de conscience. 

L'expression « un autre fait de conscience » suppose impli- 
citement qu'un fait de conscience vient d'être spécifié ; et 
elle sert à désigner n'importe quel fait de notre conscience 
qui n*est pas celui qui vient d'être spécifié. D'ailleurs, l'ex- 
pression a un autre fait de conscience » ne désigne jamais, 
chaque fois qu'on l'emploie, qu'un seul fait de conscience. Il 
faut ajouter qu'on dit « le même fait de conscience » pour 
exprimer qu'on entend parler du fait de conscience qui vient 
d'être spécifié. 

Dans l'ordre d'idées où nous nous sommes placés pour 
considérer les phénomènes identiques entre eux comme des 
accomplissements du même phénomène, on a été conduit à 
dire : « le même phénomène », non seulement pour expri- 
mer qu'on parle d'un phénomène A qui vient d'être spécifié, 
mais encore pour désigner tout phénomène identique à A. 

On emploie cette expression avec les désinences du pluriel 
lorsqu'on s'en sert pour désigner plusieurs phénomènes 
qui sont des accomplissements distincts du même phéno- 
mène. 

Ainsi l'on dit : « les mêmes phénomènes » pour désigner 
des accomplissements distincts d'un phénomène A précé- 
demment spécifié, c'est-à-dire des phénomènes identiques à A. 

Des phénomènes identiques à un phénomène A sont dits : 
« les mêmes phénomènes que A», pour exprimer qu'ils ne 
sont que des accomplissements distincts du même phéno- 
mène A. 

On dit aussi, en parlant de phénomènes individuellement 
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désignés, que ce sont « les mêmes phénomènes », lorsqu'ils 
sont tous identiques entre eux. 

L'expression « le même phénomène », restreinte dans Tune 
de ses acceptions à ne désigner qu'un seul phénomène, se 
trouve ainsi étendue, dans l'autre acception, à désigner tout 
phénomène identique au phénomène spécifiquement lié à 
cette expression. 

En étendant le sens de l'expression : « le même phéno- 
mène », on a été conduit à restreindre le sens de Texpression : 
(( un autre phénomène ». 

Cette expression qui dans son acception primitive désigne 
tout phénomène qui n'est pas le phénomène spécifique lié à 
l'expression : « un autre phénomène », est restreinte dans sa 
nouvelle acception à ne désigner qu'un phénomène différent 
de celui qui lui est opposé. 

Identité respective des éléments de deux systèmes. — 
Si un système S et un système S' sont constitués chacun par 
deux phénomènes tels que l'un des éléments A de S soit iden- 
tique à un élément A' de S', et que l'autre élément B de S soit 
identique à l'autre élément B' de S', on exprime ce fait en 
disant que chacun des deux systèmes S et S' est constitué par 
deux éléments respectivement identiques aux deux éléments de 
l'autre, ou que les éléments de S et de S^ sont respectivement 
identiques. 

On dit aussi que S et S^ sont des systèmes de deux phéno- 
mènes constitués respectivement par les mêmes éléments. 

On exprime encore la même idée en disant que les phéno- 
mènes A et B sont respectioe?nent les mêmes que les phéno- 
mènes A' et B'. 

D'une façon générale, on dit que deux systèmes S et S' 
sont constitués par des éléments respectivement identiques, 
lorsqu'on peut associer successivement une fois et une seule, 
chacun des éléments de l'un des deux systèmes S et S' à un 
élément identique de l'autre système, de façon à former une 

Saxterre. 3 
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succession T d'associations telle que tout élément de S et de 
S' fasse partie d'une association et d'une seule de ces associa- 
tions. 

Suites de phénomènes constituées respectivement par 
LES mêmes éléments. — LoFsquc les phénomènes de deux 
suites S et S', constituées chacune par deux éléments respec- 
tivement identiques aux éléments de Tautre, se succèdent 
dans un ordre tel, que l'élément de S antérieur à l'autre élé- 
ment de S, et l'élément de S' antérieur à l'autre élément de 
S', soient des phénomènes identiques, on exprime ce fait en 
disant que les suites S et S' sont constituées respectivement 
par les mêmes éléments rangés dans le même oindre. 

Lorsque les phénomènes de deux suites S et S', constituées 
chacune par deux éléments respectivement identiques, ne se 
succèdent pas dans un ordre tel que ces deux suites soient 
constituées respectivement par les mêmes éléments, rangés 
dans le même ordre, on exprime ce fait en disant que les 
suites S et S' sont constituées respectivement par les mêmes 
éléments rangés dans des ordres différents, 

11 résulte de ces définitions que deux suites, formées cha- 
cune par deux éléments respectivement identiques, sont sou- 
mises à l'alternative d'êlre des suites constituées respective- 
ment par les mêmes éléments rangés dans le même ordre ou 
dans des ordres différents. 

Dans le sens le plus général, on dit que deux suites S et 
S' sont constituées par les mêmes phénomènes rangés dans le 
même ordre, lorsque les événements respectivement identi- 
ques des deux suites S et S^ s'accomplissent de telle façon que 
deux éléments quelconques a et ^ de S se succèdent dans le 
môme ordre que les éléments respectivement identiques a! et 
b' de S' associés l'un à «, l'autre à b dans le système d'asso- 
ciations qui définit l'identité respective des éléments de S et 
de S'. 
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L'IDENTITE DES PAROLES 

Paroles identiques. — Toute parole prononcée par une 
personne agit sur sa propre conscience pour y faire naître une 
perception verbale ; mais cette parole fait aussi naître une 
perception verbale dans la conscience de chacune des autres 
personnes qui entendent cette parole. 

Les perceptions que deux paroles a ei b font naître dans là 
conscience de Tune des personnes qui entendent ces paroles, 
sont deux faits de conscience identiques ou différents; mais 
le caractère d'identité ou de non-identité des perceptions que 
deux paroles font naître dans la conscience d'une seule per- 
sonne, ne peut suffire à établir la notion d'identité de deux 
paroles, sans faire appel aux principes suivants, tirés de l'ob- 
servation psychologique : 

Principe XIV. — ' L'homme peut à son gré prononcer une 
parole qui fasse naître dans sa propre conscience une percep- 
tion verbale identique à telle autre de ses perceptions verbales 
antérieures. 

Principe XV. — Lorsque deux paroles font naître des per- 
ceptions identiques dans la conscience d'une personne, elles 
font naître des perceptions identiques dans la conscience de 
toute autre personne qui les a entendues. 

Donc, si deux paroles font naître des perceptions différentes 
dans la conscience d'une personne, elles font naître des per- 
ceptions différentes dans la conscience de tout autre personne 
qui les a entendues. 

Remarque. — Le principe XV ne s'applique rigoureusement 
que si les personnes qui parlent et celles qui entendent par- 
ler, restent dans une position relative invariable, et que si 
les milieux qui les séparent ne subissent pas de modifica- 
tion . 
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Dans les circonstances ordinaires de la vie, ces conditions 
sont suffisamment remplies pour appliquer sans restriction ce 
principe à la définition des paroles identiques. 

Définition. — Deux paroles seront dites identiques ou dif- 
férentes selon qu'elles auront fait naître des perceptions ver- 
bales identiques ou [différentes dans la conscience de toute 
personne qui les aura entendues. 

Le caractère d'identité de deux paroles se déduit donc du 
caractère d'identité des perceptions auditives qu'elles font 
naître dans la conscience, sans tenir compte du caractère 
d'identité ou de non-identité des autres perceptions que ces 
paroles ont pu faire naître dans la conscience d'une même 
personne. 

Il résulte immédiatement de cette définition que deux 
paroles sont toujours identiques ou différentes, puisque les 
perceptions verbales qu'elles font naître dans la conscience 
de toute personne qui les entend sont toujours identiques à 
la fois chez chacune de ces personnes, ou différentes à la fois 
chez chacune d'elles. 

La définition des paroles identiques fondée sur le principe 
XV nous permet d'énoncer le principe XIV sous la forme 
suivante : 

Principe XIV bis. — L'homme peut à son gré prononcer 
une parole identique à toute autre parole qu'il a entendue. 

Identité des paroles. — Une identité de paroles est une 
identité dans laquelle les caractères des deux termes désignent 
des paroles. 

L'identité de paroles est réflexe, symétrique et transitive 
comme l'identité de faits de conscience, c'est-à-dire que si on 
désigne par A et B deux paroles, on a les propositions sui- 
vantes : 

1^ A = A 

quelle que soit la parole désignée par A. 
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2° L'une quelconque des identités symétriques : 

A = B B = A 

entraîne l'autre. 

Ces deux propositions sont la conséquence directe de la 
définition, puisque, d'après cette définition, elles expriment 
la réflexilé et la symétricité des perceptions verbales que les 
paroles A et B font naître dans la conscience d'une per- 
sonne. 

3^ A = B el B = C 

entraînent 

A= C. 

Si A, B, C désignent des paroles, et si a, b, c désignent les 
perceptions verbales que ces paroles font naître dans la cons- 
cience d'une personne, les identités de faits de conscience 

résultent par définition des identités de paroles : 

A = B B = C. 

Mais, d'après le principe XIII, les identités de faits : 

a ^ b b ^ c 

entraînent l'identité : 

Les paroles A et C faisant naître dans la conscience d'une 
personne des perceptions verbales identiques, ces paroles sont 
identiques par définition, ce qui s'exprime : 

A = G. 

Cette dernière identité de paroles est donc la conséquence 
des deux identités : 

A = B, B = G; 
ce qu'il fallait établir. 
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De ces trois propriétés fondamentales communes aux iden- 
tités de faits de conscience et aux identités de paroles, on peut 
déduire pour les identités de paroles toutes les autres pro- 
priétés déjà établies pour les identités de faits de conscience. 

Enonciations du même mot. — Nous avons considéré les 
phénomènes identiques comme des accomplissements distincts 
du même phénomène. On a été conduit, par des considéra- 
tions analogues, à regarder les paroles identiques comme 
des énonciations distinctes de la même parole ou du même 
mot. 

Les expressions parole ou ynot sont employées Tune et 
l'autre avec une signification à peu près équivalente. 

Cependant, nous emploierons l'expression : « la même 
jmrole » plus spécialement pour exprimer qu'il s'agit de la 
parole spécifiée qui se rattache à cette expression ; et nous 
nous servirons de l'expression : « le même mot » pour désigner 
tout mot ou toute parole identique au mot spécifiquement lié 
à cette expression. 

Toute parole identique et postérieure à une parole A est 
dite la répélition de la parole A . 

VI 
L'IDENTITÉ DES OBJETS 

Dans le monde tel que nous le concevons, il ne s'accomplit 
pas seulement des faits qui disparaissent sans laisser d'autre 
trace permanente que le souvenir qui en persiste dans notre 
conscience. Le caractère permanentde certains faits nousa per- 
mis de les associer entre eux, et de leur attribuer une origine 
commune en peuplant l'univers d'êtres et d'objets qui sont 
considérés comme la cause permanente des faits observés. 

Ce n'est pas à dire qu'un objet ne subisse pas des modifi- 
cations que nos sens apprécient; ïnais elles se produisent de 
façon que nous ne perdions pas la connaissance d'un objet 
unique sur lequel ces changements s'accomplissent. 



. . ">. 
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Parmi les modifications que subissent les objets, il y en a 
une qui mérite de fixer l'attention : c'est le déplacement de 
Tobjet de la position qu'il occupait dans Tespace, à une autre 
position. 

Deux objets A et B qui ne peuvent se distinguer l'un de 
l'autre que par la position qu'ils occupent dans l'espace sont 
dits des objets identiques. 

Deux objets A et B qui peuvent se distinguer Tun de l'autre 
sans tenir compte de leur position dans l'espace sont dits des 
objets différents. 



CHAPITRE m 

ÉTUDE DU SYSTÈME . 

Les notions précédentes nous permettent de préciser l'idée 
de système que nous avons considérée d'une manière générale 
au début, et d'examiner les relations des différents éléments 
du système. 

Comme on Ta vu, les phénomènes que Tobservation nous 
permet de distinguer des autres phénomènes de la conscience 
par un caractère commun quelconque, conslUuent uns i/stè me 
dé fini. 



ELEMENTS SÉPARATIFS D'UN SYSTEME 

Dkfimtion. — Si dans un système défini on choisit un élé- 
ment A tel que tous les autres éléments du même système 
soient les uns antérieurs, les autres postérieurs à A, cet élé- 
ment sera dit un élément séparatif du système. 

Si tous les phénomènes d'un système défini sont des élé- 
ments séparatifs de ce système, il en résulte que tout élément 
de ce système, et n'importe quel autre élément du même sys- 
tème, sont des phénomènes successifs. Un tel système est dit 
un système de phénomènes successifs. 

On voit aussi que la réciproque est vraie, c'est-à-dire que 
tout élément d'un système de phénomènes successifs est un 
élément séparatif du système. 

Paroles sépahatives. — Toute parole a prononcée par une 
personne A de telle façon que toutes les autres paroles de A 
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soient les unes antérieures, les autres postérieures à «, est dite 
une parole séparative de A . 

Pri>'cipe XVI. — Toute personne A peut à son gré pro- 
noncer une parole séparative de toutes les autres paroles 
qu'elle a prononcées ou qu'elle prononcera. 

La personne A peut à son gré prononcer cette parole sépa- 
rative, de façon qu'elle soit identique à telle ou telle parole 
qu'elle a entendue. 



II 

ÉLÉMENTS CONSÉCUTIFS D'UN SYSTÈME 

Définition de la consécutivité. — Si deux phénomènes A 
et B sont des éléments séparatifs d'un système défini, et si 
aucun élément du système n'est intermédiaire à A et à B, ces 
deux phénomènes sont dits des éléments consécutifs du sys- 
tème. 

Précession et succession immédiate. — Il résulte immédia- 
tement de la définition de deux éléments consécutifs que 
Tun de ces éléments précède l'autre, et que cet autre le suit. 

On exprime à la fois qu'un élément a d'un système S de 
phénomènes précède un éléments de ce système et que a et h 
sont deux éléments consécutifs de S en disant que l'élément 
a de ^précède immédiatement l'élément b de S. 

On dit aussi que l'élément ^ de S suit immédiatement l'élé- 
ment a de S pour exprimer que b est celui des deux éléments 
consécutifs a et é de S qui suit l'autre. 

11 résulte encore de la définition des phénomènes consécu- 
tifs que si dans un système les éléments A et B sont consé- 
cutifs, tout autre élément du système sera antérieur à la 
fois aux éléments A et B ou postérieur à la fois à ces élé- 
ments. 

Donc, si dans un système, un élément A précède immédia- 
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lement un élément B, tout autre élément X qui précède A 
précédera aussi B ; on aura donc : 

X«A et A«B 

c'est-à-dire que A sera intermédiaire à X et à B et que par 
suite X et B ne seront pas consécutifs ; A est donc le seul élé- 
ment du système qui précède immédiatement B. 

On voit de même, que si dans un système, un élément B suit 
immédiatement un élément A, l'élément B est le seul élément 
du système qui suive immédiatement A. 

Un élément A d'un système qui précède immédiatement 
un autre élément B, pourra donc être dit : félément qui pré- 
cède immédiatement l'élément B. 

De même un élément B d'un système qui suit immédiate- 
ment un élément A de ce système pourra être dit : télément qui 
nuit immédiatement l'élément A. 

Ces dénominations ne pourront s'appliquer chacune qu'à 
un seul élément du système, qu'elles suffiront à désigner. 

Paroles consécutives. — Deux paroles séparatives a et A 
prononcées par une même personne A, de telle façon qu'aucune 
parole de A ne soit intermédiaire à a et d, sont dites des 
paroles consécutives de A. 

Nous avons établi au principe XII que l'homme peut tou- 
jours prononcer deux paroles successives. Nous allons énon- 
cer une extension de ce principe dans la forme suivante : 

Principe XVII. — Toute personne A peut toujours pronon- 
cer deux paroles successives, de telle façon qu'elles soient con- 
sécutives. 

Elle peut prononcer ces deux paroles consécutives de telle 
façon qu'elles soient respectivement identiques à deux paroles 
« et é qu'elle a entendues prononcer. Elle peut à son gré 
répéter les deux paroles a et d dans l'ordre de succession qu'il 
lui plaira de choisir. 
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On déduit facilement de la définition des paroles succes- 
sives, et de la définition des éléments consécutifs d'un système 
de paroles, l'assimilation de toutes les relations entre les élé- 
ments des systèmes de phénomènes successifs, aux relations 
entre les paroles d'un système de paroles successives d'une 
même personne. 

m 

ÉLÉMENT INITIAL ET ÉLÉMENT FINAL 

Théorème II. — Lorsque les faits de conscience constituent 
un système défini, il n'y en a qu'un seul qui puisse être anté- 
rieur à chacun des autres, et un seul qui puisse être postérieur 
à chacun des autres. 

Désignons par A un phénomène d'un système défini qui 
soit antérieur à chacun des autres. Tout phénomène B de ce 
système distinct de A lui est donc postérieur, et par consé- 
quent, B n'est pas antérieur à tous les autres phénomènes du 
système. A est donc le seul des phénomènes du système qui 
soit antérieur à tous les autres. 

On voit de même que si un phénomène C est postérieur à 
chacun des autres phénomènes du système, tout phénomène B 
de ce système, distinct de C, n'est pas postérieur à G, et par 
conséquent n'est pas postérieur à tous les autres phénomènes 
du système. 11 n'y a donc que le phénomène C qui soit posté- 
rieur à tous les autres. 

Co?^vENTio^'. — On exprime qu'un fait de conscience est le 
seul des éléments d'un système défini qui soit antérieur à 
chacun des autres, en disant : qu'il est le fait initial du sys- 
tème. On dit aussi qu'il est \q premier fait du système. 

On exprime qu'un fait de conscience est le seul des élé- 
ments d'un système qui soit postérieur à chacun des autres, 
en disant : qu'il est le fait final du système. On dit aussi : 
qu'il est le dernier fait du système. 

Donc, quand un des faits d'un système défini sera anté- 



44 PHÉNOMÈNES ET SYSTEMES DE PHÉNOMÈNES 

rieur à tous les autres, et quand un fait du syslème sera pos- 
térieur à tous les autres, chacune des expressions : « le 
premier fait du système » et « le dernier fait du système » 
pourra servir à désigner un fait, et un seul du système, de 
façon à le distinguer des autres. 

IV 

PREMIER ÉLÉMENT QUI PRÉCÈDE ET PREMIER ÉLÉMENT 

QUI SUIT 

Convention. — Si dans un système défini on choisit un élé- 
ment A, il ne peut exister dans ce système qu'un seul élément 
qui soit le premier des éléments postérieurs à A; et si un tel 
élément existe, il est dit le premier élément qui suit A dans le 
système défini. 

Il ne peut également exister dans ce système qu'un seul élé- 
ment qui soit le dernier des éléments antérieurs à A ; et si un 
tel élément existe, il est dit le premier élément qui précède A 
dans le système défini . 

Théorème III. — Aucun phénomène d'un système ne peut 
être intermédiaire à un phénomène de ce système et au der- 
nier de ceux qui le précèdent, ni à un phénomène de ce sys- 
tème et au premier de ceux qui le suivent. 

Si nous désignons par A un phénomène d'un système, par 
M Tun des phénomènes du système qui précèdent l'acte A, et 
par N un élément du système intermédiaire aux phénomènes 
M et A, on a la relation : 

M « A 

et d'après les notions des phénomènes intermédiaires : 

N»M (1) 

et 

N«A (2) 

la relation (2) exprime que l'élément N fait partie des phéno- 
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mènes qui précèdent le phénomène A, et de la relalion (i) ou 
M«N, il résulte que le phénomène M n'est pas le dernier de 
ceux du système qui précèdent A. 

Donc, s'il existe un phénomène intermédiaire à A et à un 
phénomène M qui précède A, le phénomène M ne sera pas le 
dernier de ceux du système qui précèdent A. 

Il s'ensuit qu'il ne pourra exister dans un système aucun 
phénomène intermédiaire à un phénomène A et au dernier 
des phénomènes qui le précèdent. 

On voit de même qu'il ne pourra exister dans un système 
de phénomène intermédiaire à un phénomène A et au pre- 
mier de ceux qui le suivent. 

Théorème IV. — Si dans un système défini on choisit un 
élément séparatif, le dernier des éléments qui le précèdent et 
le premier des éléments qui le suivent sont aussi des éléments 
séparatifs de ce système. 

En effet, si nous désignons par A un élément séparatif d'un 
système défini, et par B le premier des éléments qui suivent A, 
tout élément de ce système sera un élément de A, un élément 
antérieur à A, ou un élément postérieur à A. 

L'élément A précède l'élément B par hypothèse. 

Tout élément M qui précède l'élément A précède B en vertu 
du théorème I. 

Tout élément N qui suit l'élément A et qui est distinct de B 
suit B, puisque B est le premier des éléments qui suivent A. 

Donc, dans ce système tout élément distinct de B précède 
ou suit B, et l'élément B est séparatif. 

On voit de même que si nous désignons par B' le dernier 
des éléments qui précèdent l'élément séparatif A, l'élément A 
suit B' par hypothèse. 

Tout élément M qui précède Télëment A et qui est distinct 
de B' précède B' par définition. 

Tout élément N qui suit l'élément A suit B' en vertu du 
théorème I. 
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Donc, tout élément distinct de B' précède ou suit B\ et B' 
est un élément séparatif du système. 

Les deux propositions suivantes sont la conséquence immé- 
diate des deux précédentes, et des définitions de la consécuti- 
vité et de la précession. 

Théorème V. — Dans un système défini de phénomènes, 
le premier élément qui précède un élément séparatif, et le 
premier élément qui suit un élément séparatif, sont l'élément 
qui précède immédiatement et l'élément qui suit immédiate- 
ment cet élément séparatif. 

Théorème VI. — Dans un système défini de phénomènes, 
l'élément qui précède immédiatement et l'élément qui suit 
immédiatement un autre élément, sont le premier élément qui 
précède et le premier élément qui suit cet autre élément. 

V 
SUITES DE PHÉNOMÈNES 

Définition. — Les phénomènes qui se succèdent immédia- 
tement l'un après l'autre, depuis un premier jusqu'à un dernier 
phénomène, constituent ce qu'on appelle une succession ou 
une suite de phénomènes. 

Chacun des phénomènes qui constituent une suite est dît 
un élément ou un terme de cette suite. 

Suites finies et suites infinies. — On dit qu'une suite S de 
phénomènes est finie, lorsqu'on peut parvenir à trouver tous 
les phénomènes de S, en choisissant successivement des élé- 
ments de S, de telle façon que chacun de ces choix soit consti- 
tué par un élément de S qui ne fasse partie d'aucun des choix 
précédents. 

Si une suite de phénomènes n'est définie à partir d'un 
terme initial donné que par une loi qui permet de déduire 
chaque terme du précédent, et si cette loi, applicable sans 
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distinction à tout terme de la suite, permet toujours de trou- 
ver le phénomène qui suit immédiatement un phénomène 
précédemment déterminé, cette loi ne définira pas une suite 
limitée par un dernier terme. On exprime ce fait en disant 
que la suite ainsi définie est illimitée ou qu'elle est infinie. 

Il résulte tout d'abord de ces définitions que tous les termes 
d'une suite de phénomènes sont des éléments séparatifs de 
cet ensemble de phénomènes ; et que toute suite finie a un 
premier et un dernier terme, c'est-à-dire qu'elle est toujours 
constituée par un phénomène qui s'est accompli antérieure- 
ment et par un phénomène qui s'est accompli postérieurement 
à tous les autres phénomènes de l'ensemble. 

Une suite de phénomènes dont le premier terme est a et 
dont le dernier terme est 6 est dite une suite de phénomènes 
commençant par a et finissant par b. 

VI 
SUITES DE PAROLES 

La définition de la parole initiale et de la parole finale d'un 
ensemble de paroles d'une même personne, se déduit aisément 
de la définition de l'élément initial et de l'élément final d'un 
système de faits de conscience. 11 en est de même de la défi- 
nition de la première parole qui précède ou qui suit une 
autre parole de la même personne. 

Des paroles prononcées par une même personne de telle 
façon que chacune de ces paroles soit suivie immédiatement 
par une autre depuis la première jusqu'à la dernière consti- 
tuent une suite de paroles de cette personne. 

Pri>'cipe XVin. — Toute personne peut à son gré pronon- 
cer une suite de paroles; et chacune des paroles qu'elle pro- 
nonce ainsi successivement, peut à son gré être articulée de 
façon à être identique à n'importe quelle autre parole choisie 
parmi celles qu'elle a entendues. 
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Répétition dans le même ordre de chacune des paroles 
d'une suite donnée. — 11 résulte du principe XVIII que rhomme 
peut toujours prononcer une suite S de paroles en répétant 
successivement une fois et une seule, chacune des paroles 
d'une autre suite S' qu'il a entendu prononcer. 

Il peut prononcer une telle suite S, en répétant successi- 
vement chacune des paroles de S', de telle façon que toute 
répétition d'une parole de S' soit suivie immédiatement par la 
répétition d'une autre parole de S', choisie à son gré, parmi 
celles qui n'ont pas encore été répétées. Si la suite S' est 
finie, on parviendra toujours à former ainsi une suite de 
paroles constituée par la répétition de toutes les paroles 
de S'. 

Parmi les diverses manières de répéter successivement cha- 
cun des éléments d'une suite S' de paroles, il y en a une qui 
consiste à répéter d'abord le terme initial de la suite S', à 
faire suivre immédiatement la répétition du terme initial de S' 
par la répétition du terme suivant de S', et à continuer à faire 
suivre immédiatement la répétition de tout terme de S' par 
la répétition du terme suivant de S', jusqu'à, ce qu'on ait 
répété tous les termes de S'. 

De quelque façon qu'on choisisse successivement chacune 
des paroles d'une suite S' pour les répéter Tune immédiate- 
ment après l'autre, on forme une suite S de paroles respective- 
ment identiques à celles de la suite S', selon la définition que 
nous avons donnée précédemment de l'identité respective 
des éléments de deux systèmes. 

En effet, on peut associer, une fois et une seule, chacun 
des éléments de S' à la répétition de ce même élément. 

On obtient ainsi un système T d'associations formées cha- 
cune par un élément de S et un élément identique de S'. 

Il résulte immédiatement du mode d'établissement du sys- 
tème T, que tout élément de S' fait partie d'une association de 
T, et d'une seule de ces associations. 

Tout élément a de S, étant par définition la. répétition d'un 
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élément a^ de S' qui fait toujours partie d'une des associations 
de T, Télément a fait partie de cette même association cons- 
tituée par a' et la répétition a de a'. 

L'élément « de S ne fait partie d'aucune autre association 
du système T, car toute autre association de T est formée par 
une parole b^ de S' distincte de a' associée à la répétition b de 
h' qui constitue un élément de S distinct de celui qui est 
formé par la répétition de a. 

On peut donc dire que les éléments des systèmes S et S' 
sont respectivement identiques. 

Si une personne se sert de la faculté qu'elle a de former 
une suite S de paroles, en répétant successivement une fois et 
une seule chacune des paroles d'une suite S', de façon à 
faire suivre immédiatement la répétition de tout terme de 
S' par la répétition du terme suivant de S', la suite de paroles 
S, ainsi formée, est constituée respectivement par les mêmes 
paroles que S' se succédant dans le même ordre, caries répé- 
titions de deux paroles quelconques a' et b^ de S' qui se succè- 
dent dans l'ordre «'« ^'s'accomplissent en répétant la parole 
a' avant la parole b' de façon à prononcer deux paroles a ei b 
respectivement identiques à a' et d', et qui se succèdent dans 
l'ordre a(^b, c'est-à-dire dans le même ordre que a^ et b'. 

L'homme peut donc toujours répéter, une fois et une seule, 
chacune des paroles d'une suite S', de façon à former une 
suite S, constituée respectivement par les mêmes paroles que 
S' rangées dans le même ordre. On exprime ce fait en disant 
que la suite S est la répétition de la suite S'. 

On voit facilement que si toutes les paroles d'une suite S' 
ne sont pas identiques entre elles, on peut répéter successi- 
vement chacune de ces paroles, de façon à former une suite S 
de paroles constituée respectivement par les mêmes paroles 
que ^'rangées dans un ordre différent. 

Cette faculté de rhomme de pouvoir toujours répéter suc- 
cessivement chacune des paroles d'une suite quelconques', de 
façon à former une autre suite S de paroles respeclivement 

Santebre. 4 
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identiques à celles de S' et rangées dans le même ordre ou 
dans un ordre différent, s'énonce ainsi qu'il suit : 

Thkorkme Vil. — L'homme qui a entendu prononcer une 
suite de paroles S', peut à son choix répéter chacune des 
paroles de S^l'une immédiatement après l'autre, dans l'ordre 
où elles ont été prononcées, ou bien dans tel autre ordre qu'il 
lui plaira de choisir. 

Suites identiques de paroles. — Deux suites de paroles 
constituées respectivement par les mêmes éléments rangés 
dans le même ordre sont dites des .suites identiques de paroles. 

Nous avons vu que Thomme peut toujours répéter succes- 
sivement chacune des paroles d'une suite S', de façon à former 
une suite S, constituée respectivement par les mêmes paroles 
rangées dans le même ordre, c'est-à-dire qu'il peut toujours 
répéter successivement chacune des paroles d'une suite S' de 
façon à former une suite S identique à S'. 

Cette définition nous permet d'énoncer une partie du théo- 
rème précédent sous la forme suivante : 

Théorème VII bis. — L'homme qui a entendu prononcer 
une suite S' de paroles, peut à son gré prononcer une suite de 
paroles S identique à la suite S'. 

Répétition d'une suite de paroles. — Prononcer une suite 
S de paroles de telle façon qu'elle soit identique à une suite 
donnée S\ s'appelle répéter la suite S' . 

Cette nouvelle définition nous permet d'énoncer le théorème 
précédent sous la forme : 

Théorème VII ter. — L'homme qui a entendu prononcer 
une suite die paroles peut à son gré répéter cette suite. 



CHAPITRE IV 

RELATIONS ENTRE LES SYSTÈMES 

Avant d'aborder Fétude des relations entre les systèmes, il 
convient d'examiner certaines suites de paroles que l'obser- 
vation nous permet de distinguer des autres par un caractère 
commun. 

Nous ne nous occuperons que du mode de génération-et d'é- 
criture de ces suites, ainsi que de la dénomination générale 
qu'on attribue à chacune d'elles. 

Nous n'attribuerons un sens conventionnel à chacune de 
ces suites de paroles, que lorsque nous aurons besoin d'utili- 
ser ces formes de langage pour désigner tels phénomènes, ou 
tels systèmes- de phénomènes. 

I 

SOMMES 

L'expression algébrique formée par une suite de paroles 
séparées les unes des autres par le mot j)lus s'appelle une 
somme. 

Les paroles séparées les unes des autres par le vaoi plus, 
qui composent une somme, s'appellent: \qs éléments, \es par- 
ties ou les te7ines de la somme. 

Lorsque chacun des termes d'une somme désigne un signe 
graphique, cette somme s'écrit en traçant successivement sur 
une même ligne les différents signes désignés par chacun des 
termes de la somme, en les séparant les uns des autres par 
le signe 
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Ainsi la somme A j)lus B plus C, dont les termes désignent 
des lettres de l'alphabet, s'écrit : 

Lorsque chacun des termes d'une somme désigne un sys- 
tème de phénomènes, cette somme est dite une somme de sys- 
tèmes de phénomènes. 

Lorsque chacun des termes d'une somme de systèmes de 
phénomènes est réduit à ne désigner qu'un seul phénomène, 
la somme est dite nn^ somme de phénomènes . 

La somme A+B+. . .+C de systèmes s'appelle la somme des 
systèmes A. B, ..., C. 

Faire suivre immédiatement le dernier terme d'une somme 
par un autre terme s'appelle ajouter cet autre terme à la 
somme. 

Quand la somme est une. somme de systèmes, et que le 
terme qu'on y ajoute désigne un système, on dit qu'on ajoute 
ce système à une somme de systèmes. 

II 

SYSTÈME. TOTAL 

Quand un système A et un système B n'ont aucun élément 
commun, le système constitué par tous les éléments de A et 
tous les éléments de B est dit : le système total des systèmes 
A et B. 

Les systèmes A et B sont dits les systèmes partiels du sys- 
tème total. 

Convention. — On désigne le système total d'un sys- 
tème A et d'un système B par l'une ou par Tautre des 
expressions algébriques A plus B ou B plus A, qui s'écri- 
vent : 

A + B et B + A, 

c'est-à-dire par la somme de deux systèmes partiels dont les 
éléments constituent leysvstème total. 
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On désigne le système total du système A+B et du système 
C par l'expression : système A plus B, plus système C, qui 

s'écrit : 

(A + B)+C 

en plaçant A+B entre deux parenthèses, pour indiquer que 
A+B est un terme de la somme des systèmes A+B et C. 
On convient de donner à la somme de systèmes : 

A + B+C 

la même signification qu'à la somme: (A+B)-fC, c'est-à-dire 
qu'elle désignera le système total des systèmes A+B et G. 

D'une façon générale, quand on aura défini le système 
désigné par une somme de systèmes : 

A+B+G+... + D (i) 

ê 

la somme -de systèmes : 

A + B + G+...+D+E (2) 

formée en ajoutant un terme E à la somme (1), désignera le 

système total du système (1) et du système E. La somme (2) 

désignera donc un système unique. 

Nous avons défini le système désigné par une somme de 

deux systèmes : 

A + B 

puis, nous avons défini le système désigné par la somme de 

systèmes : 

A + B+C 

formée en ajoutant un terme C à la somme A+B. 

On pourra donc, au moyen de la convention précédente, 
définir de proche en proche le sens conventionnel attribué 
aux sommes de systèmes obtenus en ajoutant un terme à la 
somme précédente, et parvenir ainsi à la définition du sys- 
tème désigné par une somme quelconque de systèmes : 

A + B + ... + E. 
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Toute somme de systèmes désignera donc un système 
unique. 

Le système désigné parla somme des systèmes A,Bitl,...,D 
s'appelle le système total des systèmes A, B, C,..., D; et il 
est constitué par tous les éléments des systèmes désignés 
par chacun des termes de la suite de paroles A, B, C,...,D. 

Les désignations que nous venons de définir s'appliquent 
sans restriction au cas où chacun des systèmes se réduit à un 
seul phénomène. 

Une somme de phénomènes : 

désignera donc un système défini qui s'appellera le système 
total .des phénomènes a, A, c,..., d^ ou plus simplement le 
système des phénomènes a^b^ c^..,^ d. 

Quand des éléments d'un système S, peuvent se distinguer 
des autres éléments de ce système par un caractère commun 
que les autres n'ont pas, les uns constituent un système par- 
tiel A, les autres un système partiel B, et Sestle système total 
de A et deB. 

La somme des svstèmes Aet B désignera donc le même svs- 
tème que S. 

Or, nous pourrons toujours choisir Tun après l'autre des 
éléments d'un système A, et par ces opérations successives 
nous attribuerons à des éléments de A un caractère commun 
que n'ont pas les autres éléments de A. 

On pourra donc toujours par ce moyen décomposer un 
système S en une somme de deux systèmes A et B consti- 
tués, Tun par des éléments choisis arbitrairement dans le sys- 
tème S, l'autre par les éléments de S qui n'ont pas fait l'ob- 
jet d'un choix. 

Systèmes unis. — Quand par une suite de choix portant 
chaque fois sur un des éléments d'un système S n'ayant pas 
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fait Tobjet d'uii des choix précédents, on pourra parvenir à 
choisir tous les éléments de S, ce système sera dit un sys- 
tème fini. 

Equivalence de désignations. — Quand deux expressions 
algébriques, et en particulier deux sommes, désigneront le 
même système, on dira de Tune quelconque de ces expressions 
qu'elle est équivalente on qu'elle éi{uivaiithW\x\xQ. 

L'expression formée par deux désignations de systèmes 
séparées Tune de Tautre par les mots « équivalent à » s'ap- 
pelle nwe équivalence de systèmes. 

Il résulte immédiatement de cette définition, que Téquiva- 
lence de désignations de systèmes est réflexe, symétrique et 
transitive, comme Fidentité de phénomènes. 

Si deux désignations du même système peuvent s'écrire, 
l'équivalence formée par ces expressions s'écrira en traçant 
les signes graphiques qui les représentent à la suite l'un de 
l'autre sur une même ligne droite, en les séparant l'un de 
l'autre parle signe < > 

Propriétés de la somme de systèmes. Associativité. 
Les sommes de systèmes : 

(A+B) + C (1) 

et 

A + (B + C) (2) 

désignent par définition. Tune le système total du système 
A+B et du système C, l'autre le système total du système A 
et du système B+C. 

Tout élément de (1) est un élément de A+B ou de C. S'il 
est un élément de A-f-B, il fait partie de A ou de B, et par 
suite il fait partie d'un des deux systèmes partiels A ou B+C 
(le (2), et par suite du système (2). 

Si un élément de (1) n'est pas un élément de A+B, il est 
un élément de C, et fait partie du système partiel B+C de (2), 
et par suite de (2) . 
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Tout élément de (l) fait donc partie de (2). On voit de 
même que tout élément de (2) fiiit partie de (1). 

Les sommes (1) et (2) désignent donc des systèmes consti- 
tués par les mômes éléments. Ce sont deux désignations équi- 
valentes d'un même système. On a donc l'équivalence : 

(A+B)+G< >A + (B+C) (3) 

quels que soient les systèmes désignés par les caractères A , 
B,C. 

On a par définition : 

A+B + C< >(A + B) + C, (4) 

d'où, en vertu de la transitivité de l'équivalence • 

A + B + C<>A+(B + C). (5) 

La propriété d'une somme de systèmes caractérisée parles 
équivalences (3), (4), (5) s'exprime ordinairement sous la 
forme suivante. 

TnÉoKÈMK VIll. — Dans une somme de systèmes A+B-t-C, 
on peut associer les deux premiers ouïes deux derniers termes 
sans changer le système qu'elle désigne. 

Cette propriété des sommes de systèmes s'appelle la pro- 
priété as.sociaùve. Elle est susceptible d'être étendue à un 
nombre quelconque de termes consécutifs d'une somme quel- 
conque de systèmes. 

Théorème IX. — Dans toute somme de systèmes, on peut 
associer deux termes consécutifs quelconques, c'est-à-dire que 
les deux sommes : 

A + n + ...+L + M+N + P+...+ R + S 
A+B + ...+L + (i\I + N)-i-P+... + R+S 

désignent le même système, quels que soient les systèmes 
désignés par les caractères de ces deux sommes. 
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Les sommes : 

A + B+...+L + M {\) 

' (A + B+... + L) + M (2) 

désignent par définition le même système. 

Si on ajoute un terme N à chacune d'elles, on a les sommes 
équivalentes (3) et (4) : 

[A + B + ... + L + M] + N (3) 

[(A + B + ... + L)+M] + N. (4) 

Mais on a eu par définition : 

[A + B + ... + L + M] + N< >A + B+... + L+M+N 

et en vertu du théorème VIII : 

[(A + B+...+ L)+M] + N< >(A+B+... + L) + (M + N). 

De Téquivalence des premiers membres, il résulte, en 
\eHu de la transitivité, que les deux derniers membres sont 
équivalents, ce qui s'exprime : 

A + B-h...+L+M + N<>(A + B + ... + L) + (M+N). 

On a par définition : 

(A+B+... + L)+(M+N)< >A-f-B + ...4-L+(M + N); 

d'où : 

A+B + ...+L + M + N< >A + B + ...+L+(M + N); 

d'où : 

A + B + ...+L + M + N + P + ...+R + S< >A + B 
+ ... + L+(M + N) + P + ... + R + S. 

On déduit aisément de ce théorème la proposition générale 
suivante : 

Théorème X. — On peut associer ensemble un nombre quel- 
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conque de termes consécutifs d'une somme de systèmes sans 
changer le système qu'elle désigne. 

CoMMUTATiviTÉ. — Loi'sque deux termes quelconques d'une 
somme peuvent être permutés sans changer le sens conven- 
tionnel attribué à la somme, on exprime ce fait en disant que 
cette somme est commutative, 

Nous allons démontrer que toute somme de systèmes est 
commutative. 

COMMUTATIVITÉ DES SOMMES DE SYSTÈMES. Il résulte dc la 

délînition des sommes de systèmes, qu'on peut toujours per- 
muter les deux termes d'une somme de deux systèmes sans 
changer le système désigné par la somme de ces termes; 
c'est-à-dire qu'on a l'équivalence : 

A + B<>B + A (1) 

quels que soient les systèmes désignés par A et par B. 

Dans toute somme de systèmes constituée par un terme 
initial, un terme final et un seul terme intermédiaire, on 
peut permuter le terme initial et le terme final sans changer 
le système désigné par la somme de ces termes; c'est-à-dire 
qu'on a l'équivalence de systèmes : 

X + M+Y< >Y + M + X (2) 

quels que soient les systèmes désignés par X, Y et M. 

En effet, on a successivement d'après (1) les équiva- 
lences : 

X+(M + Y)< >X + (Y + M) 
X + (Y + M)< >(Y + M) + X. 

11 en résulte, d'après la transitivité des équivalences de 
systèmes : 

X + (M + Y)< >(Y-fM) + X. 
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D'où,- en vertu de Tassocialivité des termes consécutifs 
d'une-^omme de systèmes, il résulte : 

X+M + Y< >Y + M + X; 

ce qu'il fallait établir. 

Nous allons démontrer que dans une somme quelconque 
de systèmes : 

A + ..+B + X + C + .. + D + Y + F + .. + G, 

deux termes quelconques X et Y peuvent être permutés sans 
changer le système désigné par la somme. 

En effet, on a, à cause de Tassociativité des termes consé- 
cutifs de toute somme de systèmes : 

A+.. + B + X+C+-..+D + Y + F+..+G< >A 
+ ..'+B + [X + (C + .. + D) + Y] + F+.. + G. 

Il résulte de l'équivalence (2) qu'on a : 

X + (C + .. + D) + Y< >Y+(C + .. + D) + X. 

On en déduit : 

A + ..+B+X + C+.. + D + Y + F + .. + G< >A 
+ .. + B+[Y+(CH-.. + D) + X] + F+..+G. 

Or, on a par association de termes consécutifs d'une 
somme de systèmes : 

A+.. + B + Y + C + .. + D+X + F+.. +G< >A 
+ .. + B+ [Y + (G + .. + D) + X] + F + .. + G. 

11 résulte de la transitivité des équivalences de systèmes 
que les deux dernières équivalences entraînent la suivante : 

A+.. + B + X + C + .. + D+Y + F + .. + G<>A 
+ ..+B-f-Y + G+.. + D + X+F+..-f G. 

Ainsi se trouve établie la proposition suivante : 
Théorème XI. — Dans toute somme de systèmes, on peut 
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permuler deux termes quelconques sans changer le système 
désigné par la somme. 



m 

CORRESPONDANCE DE DEUX SYSTÈMES 
INFÉRIORITÉ, SUPÉRIORITÉ D'UN SYSTÈME SUR UN AUTRE 

Couples. — 11 résulte immédiatement des principes sur 
lesquels reposent le choix et l'association des phénomènes de 
la conscience, que Thomme a la faculté de choisir à son gré 
n'importe quel élément d'un système S, et n'importe quel 
élément d'un système S', pour les associer l'un à l'autre. 

Définitions. — L'association d'un élément «d'un système S 
et d'un élément d d'un système S' établit une relation entre 
ces deux éléments de S et de S'; et on exprime ce fait en 
disant que l'association d'un élément a d'un système S et d'^un 
élément a! d'un syslème S' fait correspondre l'un à l'autre 
ces deux éléments de S et de S'. 

Les deux éléments de S et de S' que l'on fait ainsi corres- 
pondre l'un à l'autre sont dits deux éléments correspondants 
de S et de S'. 

Deux phénomènes associés l'un à l'autre sont dits aussi 
accouplés l'un à l'autre ; et le système constitué par deux phé- 
nomènes associés l'un à l'autre est dit un couple de phéno- 
mènes. 

Constitution des systèmes de correspondance. — L'homme 
peut donc toujours constituer un couple d'éléments de deux 
systèmes S et S', en choisissant arbitrairement pour les accou- 
pler l'un à l'autre, un élément de S et un élément de S'; et 
lorsqu'il aura constitué ce couple, il pourra en constituer un 
autre, formé par un élément de S et un élément de S', qui ne 
fassent ni l'un ni l'autre partie du couple précédent. . 

Il pourra continuer à constituer l'un après l'autre des cou- 
ples d'éléments de S et de S' formés chacun par un élément 



RELATIONS ENTRE LES SYSTÈMES 61 

de S et de S' choisis parmi ceux qui ne font pas partie des 
couples précédents. 

Il pourra, dans ces conditions, faire succéder un couple à 
un autre, tant qu'il y aura dans chacun des systèmes S et S' 
un élément qui n'ait pas été choisi pour former les couples 
précédents. 

De quelque façon qu'on applique ce mode de génération 
d'un système T de couples d'éléments de deux systèmes S 
et S', chacun des couples de T sera constitué par un élémen 
de S et un élément de S', ne faisant partie d'aucun autre 
couple du système T. 

Les termes d'une telle suite de couples ne feront corres- 
pondre un élément d'un quelconque des systèmes S et S' qu'à 
un seul élément de l'autre système. 

DÉN0MI>'ATI0NS des divers systèmes de CORRESPONDAàSCE. 

Lorsque des couples d'éléments de deux systèmes S et S' ne 
font correspondre à un élément quelconque d'un de ces sys- 
tèmes qu'un seul élément de l'autre, ce système de couples 
est dit un système de correspondance d'éléments de S et de S'. 
Ce système de correspondance est dit jyartiel ou complet: 
complet^ si tout élément de l'un quelconque de ces Systèmes S 
et S' fait partie d'un des couples du système de correspondance, 
partiel^ s'il ne fait correspondre qu'une partie des éléments 
de Tun des systèmes S et S' à des éléments de l'autre. 

• Théorème XII. — Si deux systèmes S et S' sont flnis, ou si 
l'un d'eux seulement est fini, on pourra toujours établir un 
système complet de correspondance entre tous le^ éléments 
de l'un de ces systèmes, et la totalité ou une partie des élé- 
ments de l'autre. 

Démonstration. — Les couples que l'on peut toujours 
constituer les uns après les autres, en choisissant pour 
former chacun d'^ux un élément d'un svstème S et un élé- 
ment d'un système S' qui ne fassent ni l'un ni Tautre partie 
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(les couples précédents, formeront un système de correspon- 
dance d'éléments de S et de S'. 

Si après avoir constitué un système de correspondance 
d'éléments de deux systèmes S et S', il y a encore des élé- 
ments de S et des éléments de S' qui ne fassent partie d'aucun 
des couples du système de correspondance, nous pourrons 
toujours constituer avec deux de ces éléments choisis, l'un 
dans S, l'autre dans S', un nouveau couple qui, avec les cou- 
ples déjà constitués, formera un nouveau système de corres- 
pondance d'éléments de S et de S'. 

Lorsqu'on constitue ainsi un nouveau système de corres- 
pondance, on choisit dans chacun des systèmes S et S' un 
élément qui n'a pas encore fait l'objet d'un choix. 

Si les deux systèmes S et S' sont finis, ou si l'un d'eux 
seulement est fini, on parviendra, en continuant à former 
ainsi successivement de nouveaux systèmes de correspon- 
dance, à introduire parmi les couples d'un système final de 
correspondance, tous les éléments de S ou tous les éléments 
de S'. 

On pourra donc toujours former un système complet de 
correspondance entre tous les éléments de l'un de ces deux 
systèmes S et S', et la totalité ou une partie des éléments de 
l'autre. 

IU:mauqle. — Si le système S est fini et que le système S' 
ne soit pas fini, on pourra former, par le procédé que nous 
venons de décrire, un système complet de correspondance 
entre tous les éléments de S et une partie des éléments de 
S', car on pourra choisir successivement tous les éléments 
du système Uni S pour associer chacun d'eux à un élément 
distinct du système S' qui n'est pas fini, et dont les éléments 
ne seront jamais tous choisis pour les associer à des éléments 
de S. 

Déiimtion de la correspondance de deux systèmes, de 
l'infériorité et de la supériorité d'un système sur un autre. 
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— Si on peut établir un système complet de correspondance 
entre les éléments de deux systèmes S et S', on exprime ce 
fait en disant que les systèmes S et S' sont correspondants. On 
exprime aussi le même fait en disant que S correspond u S' ou 
que S^ correspond à S. 

Si on peut établir un système complet de correspondance 
entre tous les éléments d'un système S et une partie des élé- 
ments d'un système S', on exprime ce fait en disant que S 
est inférieur à S', ou que S' est supérieur à S. 

Ces définitions nous permettent d'exprimer le théorème XII 
sous la forme suivante : 

Théorème Xll bis, — Si deux systèmes S et S' sont finis ou 
si l'un d'eux seulement est fini, ces deux systèmes sont cor- 
respondants, ou l'un d'eux est inférieur à l'autre. 

Remarque. — Tout système fini est inférieur à n'importe 
quel système non fini. 

Car, nous avons fait remarquer après la démonstration du 
IhéorèmeXII, que si un système S est fini, et un système S' n'est 
pas fini, on peut toujours établir un système complet de cor- 
respondance entre tous les éléments de S et une partie des 
éléments de S'. 

Théorème XIII. — Si deux systèmes S et S' sont constitués 
chacun par deux éléments, on peut toujours établir deux sys- 
tèmes complets de correspondance entre leurs éléments. 

Démonstratio>'. — Si on désigne par a et ^ les éléments de 
S, et par a' et b' les éléments de S' définis par les équiva- 
lences : 

S< >« + ô S'< >a' + 6' 

on pourra toujours établir un système complet de correspon- 
dance entre les éléments de S et de S', en constituant d'abord 
un couple avec un des deux éléments de S, et un des deux élé- 
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ments de S', puis un autre couple avec Tautre élément de S et 
Tautre élément de S'. 

Cette manière d'établir un système de correspondance entre 
les systèmes S et S' pourra donner Fun ou l'autre des systèn^es 
de couples : 

(a + a') + (A + b') ou (a + 6') + (4 + a') 

qui établiront deux modes de correspondance distincts entre 
les éléments de S et de S', puisque dans Tun a correspond à 
a'\ tandis que dans l'autre a correspond à b\ 

Théorème XIV. — Si deux systèmes S et S' sont correspon- 
dants, et que Tun d'eux se réduise à un élément, l'autre se 
réduit aussi à un élément. 

En effet, si le système S se réduit à un seul élément, on ne 
peut faire correspondre les divers éléments de S' qu'à l'unique 
élément a de S. Si donc le système S' est formé de plusieurs 
éléments, chacun de ces éléments ne pourra correspondre à 
un élément distinct de S, et les systèmes S et S' ne seront 
pas correspondants. 

Donc, pour que S' soit correspondante S, il faut et il suffit 
qu'il se réduise aussi à un seul élément. 

Théorème XV. — Si deux systèmes S et S' sont correspon- 
dants, on peut toujours établir entre les éléments de S et de 
S' un système complet de correspondance, dans lequel un élé- 
ment m arbitrairement choisi dans S, et un élément n' arbi- 
trairement choisi dans S', soient des éléments correspon- 
dants. 

Démonstration. — On peut par hypothèse établir un sys- 
tème T complet de correspondance entre les éléments de S 
et de S^ Dans ce système de correspondance, l'élément m 
de S correspond à un élément m' de S', et l'élément ?i' de 
S' correspond à un élément n de S. 

Les systèmes S et S' sont constitués, l'un par les éléments 
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du système m-{-n et par les éléments du système P défini par 
Téquivalence : 

S<>(m + n) + P, 

Tautre par les éléments du système m' + n' et par les élé- 
ments d'un système F' défini par l'équivalence : 

S'O (m' + /i') + P'. 

Le système T de correspondance de S et de S' est constitué 
par les deux couples m -f m' eln -\- n' d'un système U défini 
par Téquivalence : 

U < > (m + m') + {71 4- n') 

et par les couples d'un système W défini par l'équivalence : 

T<>U+W. 

Les couples de T font correspondre les éléments de S et de 
S' Les couples du système partiel UdeT font correspondre les 
éléments dem + n avec ceux de m' + nf. Les couples de l'autre 
système partiel W de T font correspondre les autres éléments 
de S avec les autres éléments de S'; c'est-à-dire qu'ils font 
correspondre les éléments de P et ceux de P'. 

Les systèmes P etP* sont donc correspondants. 

Les couples du système : 

U < > (m + m') + (n + n') 
font correspondre les éléments des systèmes : 

Mais ces deux systèmes peuvent correspondre au nM>yen 
d'un système V. défini par l'équivalence : 

V < > (m + 7\!) + (w+ m') . 
Le système de couples : 

; v + w 

Santbrre. 5 
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fait correspondre les éléments de (m 4- n) avec ceux de 
hn'-\-n') et ceux de P avec ceux de V. 

Il fait donc correspondre tous les éléments de S avec ceux de 
S', et dans le système V 4- W, un des couples est formé par 
les éléments m et n' choisis, Tun arbitrairement dans S, 
l'aulre arbitrairement dans S'. 

Il résulte immédiatement de cette démonstration la propo- 
sition suivante : 

CoRouLAiRE. — Si Ton choisit arbitrairement un élément a 
dans un système A et un élément a' dans un système A', les 
systèmes B et B' définis par les équivalences : 

A< >a + B A'< >a' + B' 

sont correspondants ou ne sont pas correspondants, selon que 
A et A' sont ou ne sont pas des systèmes correspondants. 

Théorème XVI. — Si on établit un système partiel ï de 
correspondance entre les éléments de deux systèmes correspon- 
dants A et A', les éléments de A et de A' qui ne font pas partie 
des couples de T constituent deux systèmes correspondants. 

Démonstration. — Si nous désignons par les petites lettres 
a, b, ..., ^î ^^ ^» •••7 '' l^s éléments de A qui font partie des 
couples de T, et par la môme petite lettre accentuée chaque 
élément de A' que ï fait correspondre à un élément de A, le 
système T pourra être désigné par la somme de couples d'élé- 
ments de A et de A' : 

{a-ha')+{b-hb')-h.,..-h{l-hl') + {m-{-m^)+ (n + n') • 

+ -{-{r-\-r^). (1) 

Les éléments de A qui ne font pas partie du premier couple 
de la somme (1) et les éléments de A' qui ne font pas partie 
de ce premier couple constituent deux systèmes B et B' qui 
sont correspondants, car les désignations employées étant 
liées par les équivalences : 

A<>a-fB A'<>a'+B' 
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dans lesquelles A et A' désignent des systèmes correspondants, 
il résulte du corollaire précédent que B et B' désignent aussi 
des systèmes correspondants. 

Le théorème est donc vrai pour un système de correspon- 
dance : 

Ta < >(« + aO. 

On démontre d'une façon générale que s'il est vrai pour un 
système de correspondance : 

T™< > ia + a') + (6 + b') + + (/ + /') +(;;^ J^m') 

défini par la somme des termes de (1) depuis le premier jus* 
qu'au terme [m + m') , il est vrai pour le système T„ défini 
par Téquivalence : 

Tn< >T^+(n + nO 

formé par la somme des termes de (1) depuis le premier jus- 
qu'au terme n + n' qui suit m + m'. 

En efi'et, si les éléments de A et de A' qui ne font pas partie 
des couples d-e T„, , constituent deux systèmes correspondants 
M et M', les systèmes N et N' constitués par les éléments de A 
et de A' qui ne font pas partie des couples de T„ , sont aussi 
des systèmes correspondants, en vertu du corollaire du théo- 
rème XV, car ces désignations sont liées par les équiva- 
lences : 

Le théorème vrai pour le système de correspondance : 

T, <>(a + aO 
est vrai pour : 

et ainsi de suite, jusqu'au système T. 

T< y{a^a') + {b^b')-\-.... + [l+l') + {m + 7n')+^n-hn'y 
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Le théorème est donc vrai pour un système T quelconque 
de correspondance entre les éléments de A et de A'. 

Théorème XVI bis. — Si deux systèmes S et S' sont corres- 
pondants, et si un système partiel A de S est correspondant 
à un système partiel A' de S', les systèmes partiels B de S et 
B' de S' définis par les équivalences : 

S< >A + B S'< >A' + B' 

sont aussi correspondants. 

En effet, un système complet de correspondance T peut, 
|)ar hypothèse, être établi entre les éléments de A et de A', 
c'est-à-dire entre les éléments de S et de S' qui ne font partie 
ni de B, ni de B'. 

Les systèmes S et S' étant correspondants par hypothèse, 
et les systèmes B et B' étant constitués par les éléments de S 
et de S' qui ne font pas partie des couples de T, sont donc cor- 
respondants, en verlu du théorème précédent. 

Corollaire L — Si des systèmes S et S' sont correspon- 
dants, aucun d'eux n'est inférieur ou supérieur à l'autre. 

Démonstration. — En effet, si tout élément d'un système S 

fait parlie d'un système ï de correspondance d'éléments des 

systèmes correspondants S et S', un élément a de S fera partie 

d'un couple de T et les éléments du système A défini par 

Téquivalence : 

S< >A+a 

feront partie des autres couples de T. 

Si en outre nous désignons par a' l'élément de S' qui fait 
partie du môme couple de ï que a et par A' le système cons- 
titué parles éléments de S' qui font partie des autres couples 
de T, le système T est un système complet de correspondance 
des sommes A + «r et A' + a. Ces deux sommes désignent 
donc des systèmes correspondants, et il résulte du théorème 
XV que les termes A et A' de ces deux sommes désignent aussi 
des systèmes correspondant^. 
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Le système B' défini par Téquivalence : 

S'<>A'+B' 

et le système a défini par l'équivalence : 

S<>A + a 

désignent des systèmes correspondants, en vertu du théo- 
rème XVI, car les sommes A' + B' et A + a sont correspon- 
dantes par hypothèse et les parties A et A' par démonstra- 
tion. 

Comme Tun de ces deux systèmes correspondants se réduit 
à un seul élément «, Tautre système B' se réduit aussi au 
seul élément d qui fait partie de B', en sorte que Ton a l'équi- 
valence : 

A'+B'< >A'+a. 

Le système T, qui est un système complet de correspon- 
dance des systèmes A + a, et A' + «', est donc un système 
complet de correspondance des systèmes A + « et A' + B', 
c'est-à-dire des systèmes S et S'. 

Donc un système de correspondance d'élémenls de deux 
systèmes correspondants S et S' ne peut jamais faire corres- 
pondre tous les éléments de Tun d'eux à une partie seule- 
ment des éléments de l'autre, ce qui s'exprime en disant 
qu'aucun de ces deux systèmes n'est inférieur ou supérieur 
à l'autre. 

Corollaire IL — Si l'un des systèmes S et S' est inférieur 
ou supérieur à l'autre, ces systèmes ne sont pas correspon- 
dants. 

En effet, si ces deux systèmes étaient correspondants, 
aucun d'eux ne pourrait, d'après le corollaire précédent, être 
inférieur ou supérieur à l'autre, ce qui serait contraire à 
l'hypothèse. 

Corollaire IlL — Si A et A' désignent des systèmes corres- 
pondants, et si B désigne un système n'ayant aucun élément 



70 PHÉNOMÈNES ET SYSTÈMES DE PHENOMENES 

commun avec A, la somme A + B désigne un système supé- 
rieur à A'. 

Car le système complet de correspondance T qu'on peut 
établir entre les éléments de A et de A', est un système com- 
plet de corrospondance entre une partie des éléments de la 
somme A -j- B, et la totalité des éléments de A'. 

Corollaire IV. — Si un système S est inférieur à un sys- 
tème S', le système S est le seul des deux qui soit inférieur à 
l'autre, et le système S' est le seul des deux qui soit supérieur 
à l'autre. 

En effet, on peut, par hypothèse, établir un système com- 
plet de correspondance entre tous les éléments du système S 
et une partie des éléments du système S', et, par conséquent, 
on ne peut pas établir de système complet de correspondance 
entre tous les éléments de S' et une partie des éléments de S; 
car si on peut établir un système complet de correspondance 
entre les éléments de S, et une partie P' des éléments de S\ 
une partie quelconque M de S correspondra à une partie R'de 
P\ c'est-à-dire à une partie R' de S'. 

Le système M correspondant h une partie seulement de S', 
les systèmes M et S' ne sont pas correspondants, conformément 
au corollaire II du théorème XVI. 

Aucun système partiel M de S ne peut donc correspondre 
au système S' lorsque S est inférieur à S'. 

Théorèmk XVII. — Si Ton choisit un système S, tout sys- 
tème S' est correspondant, inférieur ou supérieur à S, et il ne 
jouit que d'une seule de ces propriétés à Texclusion des deux 
autres. 

En effet, on peut toujours, d'après le théorème XII, établir 
un système complet de correspondance ou entre tous les élé- 
ments de S et tous les éléments de S', ou entre tous les" élé- 
ments de l'un des deux systèmes S et S' et une partie des 
éléments de l'autre. , 
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Dans un cas, le système S' jouît de la propriété d'être cor- 
respondant à S. . 

Dans l'autre cas, le système S' jouit delà propriété d'être 
inférieur ou d'être supérieur au système S. 

Tout système S' est donc correspondant, inférieur Ou supé- 
rieur à un système donné S. 

Si S' est correspondant à S, il résulte du corollaire I du 
théorème XVI que S' n'est ni inférieur, ni supérieur à S. 

Si S' est inférieure S, il résulte du corollaire IV du théo- 
rème XVI que S' n'est pas supérieur à S et il résulte du 
corollaire II du théorème XVI que S' n'est pas correspon- 
dant à S. 

Si S' est supérieur à S, il résulte du même théorème que 
S' n'est pas inférieur à S et qu'il n'est pas correspondant à S, 

On peut donc dire que tout système S' est ou correspon- 
dant ou inférieur, ou supérieur à un système donné S, et 
qu'il jouit de l'une de ces propriétés à l'exclusion des deux 
autres. 

On peut donc énoncer la proposition suivante: 

Tout système S partage tous les systèmes possibles en 
trois catégories formées l'une par tous les systèmes corres- 
pondants à S, une autre par tous les systèmes inférieurs à 
S, et encore une autre par tous les systèmes supérieurs à S. 

Théorème XVIU. — Lorsque deux systèmes sont corres- 
pondants, tout système partiel de l'un de ces deux systèmes 
est inférieur à l'autre système. 

Démonstration. — Désignons par A un système partiel d'un 
système S. On peut toujours trouver un système B n'ayant 
aucun élément commun avec A et défini par l'équivalence: 



B<>S 

Désignons par D un système correspondant à S. 

On pourra toujours former un système complet de corres- 
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pondance entre les éléments de S et de D, c'est-à-dire de 
A + BetdeD. 

Cela signifie qu'on pourra toujours former un système T 
de couples constitués chacun par l'association d'un élément 
deA + B et d'un élément de D, et tel que tout élément de 
A + B et de D fasse partie d'un couple de T, et ne fasse par- 
tie que d'un seul couple de T. 

Tout couple de T sera donc constitué par l'association d'un 
élément de A ou de B à un élément de D. Les couples de T 
constitués par l'association d'un élément de A à un élément 
de D. formeront un système U, et les couples de T constitués 
par l'association d'un élément de B à un élément de D forme- 
ront un système V. Le système T, formé par tous les couples 
de U et de V est équivalent à la somme U -f V, ce qui 
s'écrit : 

T< >U + V. 

Tout couple de U est formé par l'association d'un élément 
de A et d'un élément de D. 

Tout élément « de A ne peut faire partie que d'un seul 
couple de U, car U est un système partiel de T et a ne fait 
partie que d'un seul couple de T. 

On voit de même que tout élément de D ne peut faire par- 
tie que d'un seul couple de U. 

Le système U est donc un système de correspondance d'élé- 
ments de A et de D. 

Tout élément a de A fait partie d'un couple de T et par 
suite d'un couple de U, car T est un système complet de cor- 
respondance des éléments des systèmes (A + B) et D, et tout 
couple de T constitué par un élément de A et un élémeht de 
D fait partie de U. 

Tout couple de U est un couple de T, mais tout couple de 
T n'est pas un couple de U; car tout couple de U est consti- 
tué par l'association d'un élément de A à un élément de D, 
tandis que tout couple de T est constitué par l'association 
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d'un élément de A ou de B à un élément de D, et que tout 
élément ô de B constitue, avec un élément d de D, un couple 
de T qui ne fait pas partie de U. 

Cet élément d de D, qui constitue avec l'élément ô de B 
un couple de T qui ne fait pas partie de U, ne fait lui-même 
partie d'aucun autre couple de T, et par conséquent d'aucun 
couple de U. 

Tout élément de D ne fait donc pas partie d'un couple de 
U. Or, nous avons montré que tout élément de A fait partie 
d'un couple de U. 

Le système U est donc un système complet de correspon- 
dance entre tous les éléments de A et une partie des éléments 
de D : ce qui s'exprime en disant que le système A est inférieur 
au système D. 

Tout système partiel A d'un système quelconque S est donc 
inférieur à tout système D correspondant à S. 

ReFLEXITÉ, SYMÉTRICITÉ, TRANSITIVITÉ DE LA CORRESPON- 
DANCE DE SYSTÈMES. — Si uous adoptous les notations [=], 
KJ, [>] pour désigner les mots : correspondant à, inférieur 
à, supérieur à, et les grandes lettres de Talphabel pour dési- 
gner les systèmes, les expressions algébriques : A correspon- 
dant àB, A inférieur à B, A supérieur à B, dans lesquelles A 
et B désignent des systèmes, peuvent s'écrire : 

A[=]B A[<]B A[>]B. 

La première de ces expressions formée par deux lettres 
qui désignent chacune un système, séparées Tune de Tautre 
par l'expression : correspondant à, est dite une correspondance 
de systèmes. 

La correspondance de systèmes est réflexe, symétrique et 
transitive, c'est-à-dire : 

1^ Un système A est correspondant à ce même système A, 
ce qui s'exprime encore en disant que la correspondance de 
systèmes A [=] A existe toujours, quel que soit le système 
désigné par A. 
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2^ Si un système A est correspondant à un système B, il en 
résulte que le système B est correspondant au système A, ce 
qui s'exprime en disant que de la correspondance A [=] B il 
résulte toujours la correspondance B [=] A. 

Ces deux premières propriétés des correspondances de sys- 
tèmes résultent directement de la définition des systèmes 
correspondants. 

3^ Si un système A correspond à un système B, et si le 
système B correspond à un système C, il en résulte que A cor- 
respond à C, ce qui s'exprime encore en disant que les cor- 
respondances de systèmes : 

A [=]B et B [=] G entraînent A [=]C. 

En effet, tout élément a de A correspond à un élément h 
de B, et cet élément b de B correspond à un élément c deC. 

Si donc on choisit successivement chaque élément de A 
pour l'associer à l'élément de C qui correspond au même 
élément de B, on établira un système complet de correspon- 
dance entre les éléments de A et de C. 

D'après le mode même d'établissement de ce système, tout 
élément de A fait partie d'un couple et d'un seul du système. 
Tout élément c de C fait aussi partie d'un couple et d'un 
seul du système; car tout élément c de C correspond à un 
seul élément b de B, lequel correspond à un seul élément a 
de A. Il y a donc dans le système A un élément a et un seul 
qui corresponde au même élément deB quel'élément c de C, et 
par suite c fait partie d'un et d'un seul des couples formés en 
associant chaque élément de A à l'élément de C qui corres- 
pond au même élément de B. 

Les corollaires suivants sont la conséquence des trois pro- 
priétés fondamentales de la correspondance de systèmes. 

Ils peuvent s'énoncer dans le langage symbolique que nous 
avons adopté et s'écrire avec les notations que nous venons 
de choisir. 
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Us forment les quatre propositions suivantes : 

1° Si un système A correspond à un système B, et que B 

soit inférieur à un système C, il en résulte que A est inférieur 

à C, ce qui s'exprime encore et s^'écrit : 

A [=] B et B [<] C entraînent A [<] G, 

car si B est inférieur à C, on peut par définition former un 
système partiel C de C tel que B soit correspondant à C, ce 

qui s'écrit : 

B [=] C. 

On a donc par hypothèse : 

A [=] B et B [=] C\ 

d où, en vertu de la transilivité des correspondances de sys- 
tèmes, il résulte : 

A[=]C^ 

A étant correspondant à un système partiel C de C, le 
système A est par définition inférieur à C, ce qui s'écrit : 

A[<]C; 

ce qu'il fallait établir. 

2^ Si un système A est inférieur à un système B, et si B est 
correspondant à un système C^ il en résulte que le système A 
est inférieur au système C ; c'est-à-dire que : 

A[<]B et B[=] C entraînent A [<J C. 

En effet, A [<Q B exprinie, par définition de l'infériorité 
d'un système sur un autre, que A est correspondant à un sys- 
tème B' partiel de B. On a donc : 

A[=]B' 

B' étant un système partiel de B et B étant correspondant 

à C, il résulte du théorème XVlll que B' est inférieur à C, ce 

qui s'exprime : 

B' [<| C 
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De A [=] B' et de B' [<] C il résulte, en vertu du corollaire 

précédent : 

A[<]C; 

ce qu'il fallait établir. 

3"* Si un système A est inférieur à un système B et que B 
soit inférieur à un système C, il en résulte que A est infé- 
rieur à C, ce qui s'écrit : 

A [<J B et B Kl C entraînent A [<] C, 

car on peut former un système B' partiel de B et un système 
C partiel de C tels que A soit correspondant à B' et B à C\ 
c est-à-dire tels que : 

A [=] B' et B [=] G 

B' étant un système partiel de B, il résulte du théorème XVlll 
que B [=] C entraîne : 

B' [<] a. 

De cette correspondance et de : 

A [=] B' 

il résulte, d'après le théorème précédent : 

A [<] C 

A correspond donc à un système C partiel de C, et par 
suite partiel de C, ce qui s'exprime : 

A[<]C; 

ce qu'il fallait établir. 

4° Si un système A est inférieur à un système B, il en 
résulte que le système A + C est inférieur au système B + C, 
ce qui s'écrit : 



A [<] B entraîne A+C[<J B+C 
car la première de ces deux expressions signifie qu'on peut 
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former un système partiel B' de B, tel que A soit correspon- 
dant à B', ce qui s'écrit : 

A [==] B'. 

11 en résulte que A +C est correspondant à B' + C, ce qui 
s'écrit : 

A + C[=]B' + C. 

Un système B'+ C est toujours correspondant à lui-même. 
Or, B' + C est un système partiel de B + C ; donc il est cor- 
respondant à une partie B' + C de B + C, ce qui s'exprime 
en disant que B' + C est inférieur à B + C, et ce qui s'écrit : 

BM-C[<]B + C. 

De ces deux dernières expressions algébriques, il résulte, 
en vertu du corollaire 1°: 

A+C[<]B+C, 

« 

c'est-à-dire que A+ Cest inférieur à B -|- C, ce qu'il fallait 
établir. 

Réciproquement, si la somme de systèmes A -f- ^ est infé- 
rieure à la somme de systèmes B -f- C, il en résulte que A est 
inférieur à B, c'est à-dire que : 

A -f- C [<] B-f C entraîne A [<] li 

et si la somme de systèmes A 4- C est correspondante à la 
somme de systèmes B + C, il en résulle que A est correspon- 
dant à B, c'est-à-dire que : 

A + C[=]B4-C entraîne A[=]B. 

En effet, si A + C est inférieur à B + C, le système A ne 
ne peut être correspondant ou supérieur à B, car il en résul- 
terait, d'après la première partie de ce corollaire: 

A-4-.Gr=]B-fC ou A + C[>]B + G 
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conditions incompatibles Tune et Tautre avec l'hypothèse : 

A + C[<|B + (:. 

Le système A ne pouvant dans ce cas être correspondant ou 
supérieur à B, il en résulte que A est toujoui's inférieur à B 
lorsque A + C est inférieur à B + C, c'est-à-dire que : 

A + C i <] B + G entraîne A [<] B. 

On voit de même que si A + C est correspondant à B+C, 
le système A ne peut être ni inférieur, ni supérieur à B, car 
il en résulterait, en vertu de la première partie de ce corol- 
laire : 

A + G[<jB + C ou A + C[>]B+G, 

conditions incompatibles Tune et Tautre avec: 

A4-G[=]B+G. 

Le système A ne pouvant être inférieur ou supérieur à B 
lorsque A + G est correspondant à B + G, il en résulte que, 
dans ce cas, A est toujours correspondant à B, ce qui s'ex- 
prime : 

A + G [=] B -f- G entraîne A [=] »• 

Remauqle. — Ge corollaire est restreint au cas où le sys- 
tème G n'a aucun élément commun avec A ni avec B, car les 
sommes A -h G et B -4- G ne désignent des systèmes que si 
cette condition est remplie. 

On aurait pu convenir qu'un système B est dit inférieur à 
un système A lorsqu'on peut trouver un système D n'ayant 
aucun élément commun avec B et tel que la somme B -|-D 
soit correspondante à A, au lieu de convenir qu'un système 
Bsoit dit inférieur à un système A lorsqu'on peut établir un 
système complet de correspondance entre tous les éléments 
de B et une partie de ceux de A. 

En effet, on peut démontrer que si deux systèmes A et B 
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réalisent l'une de ces deux eondilions, ils réalisent aussi 
l'autre. 

Nous allons établir ces deux propositions réciproques. 

Si on peut trouver un système douné D, n'ayant aucun 
élément commun avec un système donné B, et tel que la 
somme B + Dsoit correspondante à un autre système donné A, 
le système B est inférieur au système A, ce qui s'exprime 
encore en disant que de Téquivalence de système B+ D [==] A, 
il résulte B [<} A. 

Car B étant un système partiel d^un système B + D corres- 
pondant à A, il résulte du théorème XVIll que B est inférieur 
à A. 

Réciproquement, si un système B est inférieur à un sys- 
tème A, on peut toujours trouver un système D n'ayant aucun 
élément commun avec B et tel que la somme B + D soit 
correspondante à A, ce qui s'exprime encore en disant que 
de B [<] A, il résulte B + D [=] A. 

Nous établirons d'abord, que si un système B est inférieur à 
un système A, tous les éléments de A ne feront pas partie 
de B. 

En effet, si tous les éléments d'un système A font partie 
d'un système B, ce dernier peut être formé, soit par les seuls 
éléments de A, soit par les éléments de A et par d'autres 
éléments ne faisant pas partie de A. 

Dans le premier cas, B peut aussi être désigné par A ; et 

comme un système est toujours correspondant à lui-même, il 

en résulte : 

A [=] B. 

Dans l'autre cas, B peut être désigné par la somme A -f- D 
de A et d'un système D formé par les éléments de B qui ne 
font pas partie de A. 11 en résulte : 

A + D[=]B; 
d'où, en vertu de la proposition directe : 

A[<]B. 
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Dans ces deux cas, A et B sont liés Tun à Fautre par une 
relation incompatible avec : 

B [<] A. 

Donc, si B [<] A, les éléments de A ne peuvent pas tous 
faire partie de B ; et il y aura toujours des éléments de A qui 
constitueront un système N n'ayant aucun élément commun 
avec B. 

Nous établirons ensuite, que si un système B est inférieure 
un système A, tous les éléments de B pourront faire partie 
de A. 

En effet, nous pourrons toujours choisir deux systèmes B 
et D n'ayant aucun élément commun, et former un système 
B + D que nous désignerons par A. 

Un système A étant toujours correspondant à lui-même, 

on a : 

B+D[=]A, 

et il en résulte, en vertu de la proposition directe : 

B [<] A. 

On peut donc toujours former deux systèmes A et B liés par 
la relation B [<] A, et tels que tous les élénients de B fassent 
partie de A. 

De ces deux démonstrations préliminaires, il résulte que si 
B [<] A, il pourra arriver soit qu'aucun des éléments de B ne 
fasse partie de A, soit qu'une partie des éléments de B fasse 
partie de A, soit enfin que tous les éléments de B fassent 
partie de A. 

Nous allons établir dans chacun de ces cas que si B [<] A, 
on peut toujours former un système n'ayant aucun élément 
commun avec B et tel que B + D [=] A. 

Dans le premier cas, si B [(] A, on peut établir un système 
complet de correspondance T entre tous les éléments de B et 
une partie des éléments de A. Ces éléments de A que le 
système T fait correspondra aux éléments de B constituent un 
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système C, et les autres éléments de A constituent un sys- 
tème D. 

On peut donc former deux systèmes C et D tels que : 

B [=] G et C + D < > A. 

On en conclut : 

B + D[=]C + D[=]A 

et par conséquent : 

B+D[=]A. 

D'ailleurs, si D' est un autre système, tel que B + D' [=] A, 
on en conclut que : 

B + D'[=]B + D doùD'[=]D- 

Donc, tout système X qui remplit les conditions exprimées 
par la correspondance : 

B + X[=] A 

pour deux systèmes donnés A et B, est correspondant à tout 
autre système qui remplit les mêmes conditions avec les 
mêmes systèmes A et B. 

On désigne Tun quelconque de ces systèmes X par l'expres- 
sion algébrique A-B. 

Dans le cas suivant, si on désigne par M le système des 
éléments de B qui font partie de A, et par B' le système des 
éléments de B qui ne font pas partie de A, il y a toujours 
des éléments de A qui ne font pas partie de M et qui consti- 
tuent un système A. 

On a donc : 

B< >M + B' 

A< >M + A' 

M n'ayant aucun élément commun ni avec A', ni avec B'. 
Il en résulte que B [<] A peut s'exprimer : 

M + B'[<]M+A 

Santerre. 6 
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11 est établi par un des corollaires précédents que cette 
expression algébrique entraîne : 

B' [<] A' 

dans laquelle A et B' n'ont aucun élément commun. 

11 s'ensuit qu'on peut former un système D n'ayant aucun 
élément commun avec B' et tel que : 

B' + D [=J A' 

et par suite : 

M + B'-f D[=]M + A'. 

D'où: 

B + D [=] A. 

Dans le dernier cas, c'est-à-dire si tous les éléments de B, 
font partie de A, il en résulte que A est équivalent à la 
9omme B + D, dans laquelle D désigne un système n'ayant 
aucun élément commun avec B, puisque A ne peut pas être 
formé uniquement par les éléments de B lorsque B [<] A. 

B + D et A désignant le même système, il en résulte que : 

B + D [=] A. 

Dans le cas où tous les éléments de B font partie de A, la 
relation B [<] A entraîne la relation B+D [=] A, dans 
laquelle B et D n'ont aucun élément commun. 

Donc, dans tous les cas possibles, la relation B [<j A 
entraîne la relation B + D [=] A, dans laquelle D désigne u» 
système n'ayant aucun élément commun avec B. 

Différence de deux systèmes. — Si un système B est infé- 
rieur à un système A, il existe un système D tel que la 
somme B + D soit correspondante à A, c'est-à-dire qu'il existe 
un système D tel que Ton ait la correspondance : 

B+D[=]A. 

D'ailleurs, si J> est un autre système tel que : 

B + D'[HA 
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on en cfonclut, d'après Ja transitivité de la correspondance de 

systèmes : 

B + D'[=]B + D 

d'où, en vertude la réciprocité du corollaire 4", il résulte : 

D' [=] D. 

Donc, tous les systèmes désignés par X qui vérifient avec 
deux systèmes donnés A et B la correspondance : 

B + X[=]A 

sont correspondants entre eux. 

On désigne l'un quelconque d'entre eux par A moins B, qui 

s'écrit : 

A — B 

A — B est dit la différence des systèmes A et B. 

IV 
RANG DES TERMES DE LA SUITE 

Les notions de correspondance de deux systèmes, et d'infé- 
riorité ou de supériorité d'un système sur un autre, vont nous 
permettre de répartir les termes de toutes les suites possibles 
en trois catégories, telles que tous les termes qui constituent 
l'une quelconque de ces catégories, jouissent d'une propriété 
commune incompatible avec la propriété commune qui carac- 
térise les termes d'une quelconque des deux autres caté- 
gories. 

Pour parvenir à ce but, nous établirons d'abord une con- 
vention, qui simplifiera le langage si difficile à manier dans 
ces questions, sans l'introduction de termes auxquels on a 
attribué un sens conventionnel. 

Convention. — Si les termes non postérieurs à un terme a 
d'une suite S, et les termes non postérieurs à un terme ci 
d'une suite S' constituent deux systèmes corresponxiants A 
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et A', on exprime ce fait en disant que les termes a et a! des 
suites S et S' sont des termes de même rang. 

On exprime aussi le même fait, en disantque a est de même 
rang que a', ou que ci est de même rang que a. 

Si les systèmes A et A' conslitués, Tun par les termes de S 
non postérieurs à a, l'autre par les termes de S' non posté- 
rieurs à a\ ne sont pas des systèmes correspondants, les 
termes a et a ne sont pas des termes de même rang, ce qu'on 
exprime en disant qu'ils sont des termes de rangs différents^ 
et le terme a est dit un terme de rang inférieur ou de rang 
supérieur au terme a\ selon que le système A est inférieur ou 
supérieur au système A'. 

Théorème XIX. — Si Ton choisit un terme a d'une suite S, 
tout terme a' d'une suite S' est de même rang que a^ ou de 
rang inférieur à a, ou de rang supérieur à a; et il jouit d'une 
seule de ces propriétés à l'exclusion des deux autres. 

En effet, désignons par A et A' les systèmes constitués l'un 
par les termes de S non postérieurs h «, et l'autre par les 
termes de S' non postérieurs à a! . 11 résulte immédiatement du 
théorème XVll que le système A' est correspondant, inférieur 
ou supérieur à A et qu'il ne jouit que d'une seule de ces 
propriétés à Texclusion des deux autres ; cela s'exprime, dans 
le langage conventionnel que nous venons d'établir en disant : 
le terme a de S' est de même rang que le terme a de S, ou 
il est de rang inférieur à a, ou il est de rang supérieur à a, 
et il ne peut jouir que d'une seule de ces propriétés à l'exclu- 
sion des deux autres. 

Tout terme a d'une suite S partage donc tous les termes des 
suites en trois catégories constituées. Tune par les termes de 
même rang que le terme a de S, une autre par les termes de 
rang inférieur à a, et une autre encore par les termes de rang 
supérieur à a. 

Les termes de l'une quelconque de ces catégories jouissent 
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d'une propriété commune, qui distingue les éléments qui la 
constituent des éléments qui constituent les autres catégories ; 
et cette propriété commune des éléments d'une catégorie est 
incompatible avec la propriété commune qui caractérise les 
éléments d'une quelconque des deux autres catégories. 



Si nous adoptons les notations 



r 


1 


r 

< 


1 


r 

> 



pour 



désigner les mots : de même rang que, de rang inférieur à, de 
rang supérieur à, et une petite lettre quelconque de Talphabet 
pour désigner un terme d'une suite, les expressions algé- 
briques : a de même rang que é, a de rang inférieur à A, a de 
de rang supérieur à A, dans laquelle a et ô désignent des 
termes de suites de phénomènes peuvent s'écrire : 



a 



r 


b a 


r 

< 


b a 


r 

> 



6. 



La première de ces expressions, formée de deux lettres qui 
désignent chacune un terme d'une suite, séparées l'une de 
l'autre par l'expression de menu rang que^ est dite une iden- 
tité de rang. Les deux autres expressions sont dites des diffé- 
rences de rang. 

Il résulte immédiatement des définitions données au début 
de ce paragraphe IV, que l'identité de rang est réûexe, symé- 
trique et transitive, c'est-à-dire : 

1*^ Un terme a d'une suite est de même rang que le même 
terme a de cette suite, ce qui s'exprime encore en disant que 




l'identité de rang a ^^ a existe toujours quand a désigne un 



terme quelconque de n'importe quelle suite de phénomènes. 

2® Si un terme a d'une suite est de même rang qu'un 

terme b d'une autre suite, il en résulte que b est de même 

rang que a, ce qui s'exprime en disant que de l'identité de 



rang a __ ô, il résulte l'identité de rang b ^_ 
3^ Si un terme a d'une suite est de même rang qu'un 
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terme b d'une suite, et que ce terme b soit de même rang 
qu'un terme c, il en résulte que a est de même rang que c, 



ce qui s'exprime en disant que les identités de rang a ^ 6., 






b _^ c entraînent l'identité de rang a _^ c. 



M résulte encore des définitions et de ces propositions fon- 
damentales les deux corollaires suivants : 

\^ Si a est de même rang que b et que A soit de rang infé- 
rieur à c, il en résulte que a est de rang inférieur à c, ce qui 
s'exprime encore : 



a 



Y 


b et b 


V 

< 



c entraînent a 



T 

< 



c; 



2** Si a est de rang inférieur à ô et que b soit de rang infé- 
rieur à c, il en résulte que a est de rang inférieur à c, ce qui 
s'exprime encore : 



a 



r 

< 


b elô 


V 

< 



C entraînent a 



V 

< 



Rangs des termes d'une même suite. — Deux termes dis- 
tincts d'une même suite S seront toujours des termes de rang 
différent, car les termes de S non postérieurs à « et les termes 
de S non postérieurs à «', ne constituent jamais des systèmes 
correspondants. 

Toutefois, un terme a et un terme «' d'une même suite S 
sont de même rang lorsque a et a' désignent le même terme 
de S ; car la définition des termes de même rang implique 
que tout terme d'une suite S doit être considéré comme de 
même rang que lui-même. 

11 résulte directement de ces notions, que tous les termes 
d'une suite antérieurs à l'un d'eux a seront de rang inférieur 
à a, et que tous les termes postérieurs à a, seront de rang 
supérieur à a. 

Un terme «d'une suite S partage donc tous les autres termes 
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de cette suite en termes de rang inférieur à a et en termes de 
rang supérieur ha, . 

Nous avons montré au début du paragraphe III, comment 
l'homme peut former des couples d'éléments de deux sys- 
tèmes S et S', qui constituent un système d^ correspondance 
d'éléments de S et de S', et comment il peut continuer à former 
de tels couples d'éléments de S et de S', jusqu'à ce qu'ils 
constituent un système complet de correspondance entre tous 
les éléments de Tun des deux systèmes S et S' et la totalité 
ou une partie des éléments de l'autre. 

Ce mode d'établissement d'un système complet de corres- 
pondance entre tous les éléments de l'un dessystèmes S et S', et 
la totalité ou un« partie des éléments de l'autre, nous permiet 
de discerner si les systèmes S et S' sont ou ne sont pas cor- 
respondants ; et s'ils ne sont pas correspondants, il nous 
permet de discerner lequel des deux est inférieur à l'autre. 

Nous avons démontré que si un système S n'est pas supé- 
rieur à un système S', on ne parviendra jamais à établir un 
système complet de correspondance entre tous les éléments 
de S' et une partie des éléments de S, et l'on parviendra tou- 
jours, par le procédé décrit, à constituer un système complet 
de correspondance entre tous les éléments de S et la totalité 
ou une partie des éléments de S'. 

Théorème XX. — Si un système fini S n'est pas supérieur 
au système constitué par les éléments d'une suite S', on peut 
toujours trouver dans S' un terme a' et un seul, tel que les 
termes S' non postérieurs à a' constituent un système corres- 
pondant à S. 

En eflet, on peut toujours constituer un couple d'éléments 
du système S et de la suite S^ en choisissant pour les accou- 
pler l'un à l'autre un élément de S et le terme initial de S' ; 
et lorsqu'on aura constitué ce couple, on pourra en constituer 
un autre formé par un élément de S qui ne fasse pas partie 
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du couple précédent, et par le terme de S' qui suit immédiate- 
ment le terme initial. 

On pourra continuer à constituer Tun après l'autre des 
couples d'éléments de S et S' formés chacun par un élément 
de S choisi parmi ceux qui ne font pas partie des couples 
précédents, et parle terme de S' qui suit immédiatement celui 
du couple précédent. 

On pourra, dans ces conditions, faire succéder un couple 
à un autre, jusqu'à ce que tous les éléments du système S ou 
tous les éléments de la suite S' aient été choisis pour former 
des couples. On ne parviendra jamais, en continuant à for- 
mer ainsi, successivement des couples d'éléments de S et de 
S', à introduire dans ces couples tous les éléments de la suite 
S' et une partie seulement des éléments de S, car ces couples 
constitueraient alors un système complet de correspondance 
entre tous les éléments de S' et une partie des éléments de 
S, ce qui est contraire h Thypothèse d'un système S non 
supérieur à S'; mais si le système S est fini, on parviendra, 
par ce procédé de constitution de couples, à introduire suc- 
cessivement dans leur composition tous les éléments de S 
et les termes de S' non postérieurs à un élément â^' de cette 
suite. 

Ces couples constitueront un système complet de corres- 
pondance entre les éléments de S et les termes de la suite S', 
non postérieurs à a'. 

Le système S et le système constitué par les termes non 
postérieurs à un terme a de la suite S' sont donc correspon- 
dants. 

a' est le seul terme de S' qui constitue avec les termes 
précédents, un système correspondant à S; car tout autre 
terme ô' de S' occupe dans cette suite un rang différent de 
celui occupé par a\ Le système constitué par les termes de 
S' non postérieurs à b' n'est donc pas correspondant au sys- 
tème constitué par les termes de S' non postérieurs à a', et 
par suite il n'est pas correspondant au système S. 
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Théorème XXf. — Si un système S est limité et si une 
suite S' est illimitée, on peut toujours trouver dans la suite 
S' un terme d et un seul, tel que les termes de S' non posté- 
rieurs à d constituent un système correspondant à S. 

En effet, le système S est fini, tandis que le système cons- 
titué par les termes de S' n'est pas fini. Or, nous avons fait 
observer, immédiatement après la définition de Tinfériorité 
d'un système sur un autre, qu'un système fini est inférieur à 
tout système non fini. Le système S est donc inférieur au 
système constitué par les termes de la suite illimitée S' et il 
est toujours possible, d'après le théorème précédent, de trou- 
ver dans la suite S' un terme d et un seul, tel que les termes 
de S' non postérieurs à d constituent un système correspon- 
dant à S, ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème XXII. — Si un terme a d'une suite S n'est pas 
de rang supérieur à tout terme d'une suite S', on peut tou- 
jours trouver dans la suite S' un terme d et un seul qui soit 
de même rang que a. 

En effet, si un terme a d'une suite S n'est pas de rang supé- 
rieur à tout terme d'une suite S', le système A, constitué par 
les termes de S non postérieurs à a, n'est pas supérieur à 
tout système constitué par les termes de S' non postérieurs à 
un terme quelconque de S'. 

Le système A n'est donc pas supérieur à un système B' cons- 
titué par les termes de S' non postérieurs à l'un d'eux h! \ et 
le système B', constitué par tout ou partie des termes de S', 
n'est pas supérieur au système constitué par tous les termes 
de la suite S'. 

Or, si un système A n'est pas supérieur à un système B' et 
que B' ne soit pas supérieur au système constitué par les 
termes de S', il résulte des propositions précédentes que A 
n'est pas supérieur au système constitué par les termes de S. 
On peut donc, en vertu du théorème XX, trouver dans S' un 
terme d et un seul tel que les termes de S' non postérieurs à 
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o! constituent un système correspondant à A.] Ce terme a' de 
S' est donc de môme rang que le terme a de la suite S, et 
c'est le seul terme de S' qui jouisse de cette propriété. On 
peut donc toujours trouver dans S' un terme d et un seul de 
même rang que le terme a de S, pourvu que a ne soit pas de 
rang supérieur à tout terme de S'. 

Théorème XXIII. — Si Ton choisit un terme a d'une suite S, 
et une suite illimitée S', on peut toujours trouver dans S' un 
terme oJ et un seul qui soit de même rang que a. 

En effet, les termes de la suite S non postérieurs à Tun 
d'eux a constituent un système fini A. On pourra donc, 
d'après le théorème XXI, trouver dans la suite illimitée S' un 
terme d et un seul tel que les termes de S' non postérieurs 
à d constituent un système correspondant à A. 

Le terme d sera donc par définition de même rang que le 
terme a de S. et tout terme de S' autre que d ^ ne constituant 
pas avec les termes qui précèdent d un système correspon- 
dant à A, ne sera pas de même rang que le terme a de S. 

Théorème XXIV. — Si aucun terme d'une suite S n'est de 
même rang qu'un terme d d'une suite S', le terme d de S' est 
de rang supérieur à tout terme de S'. 

En effet, d ne peut être de rang inférieur à un terme de S, 
car a' ne serait pas de rang supérieur à tout terme de S; et 
on pourrait, en vertu du théorème XXII, trouver dans S un 
terme a de même rang que d , ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse. 

d qui n'est de même rang qu'aucun des termes de S, et qui 
n'est de rang inférieur à aucun des termes de S, est donc de 
rang supérieur à tout terme de S. 

On peut encore énoncer ce théorème sous la forme sui- 
vante : 

Théorème XXV. — Si aucun des termes d'une suite S 
n'est de môme rang qu'un terme d d'une suite S', tous les 
termes de S seront de rang inférieur au terme d de S'. 
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Théorème XXVI. — .Si Ton choisit deux suites, Tune 
d'elles est telle que tout terme de cette suite soit de même 
rang qu'un des termes de l'autre suite. 

En effet, si nous choisissons deux suites S et S', et qu'un 
terme d de S' ne soit pas de même rang qu'un des termes de 
S, a! est de rang supérieur à tout terme de S, en vertu du 
théorème précédent. 

Tout terme ^ de S est donc de rang inférieur au terme al de 
S', et par suite, b n'est pas de rang supérieur à tout terme de 
S'. Donc, en vertu d'un des théorèmes précédents, on peut 
toujours trouver dans S' un terme b' de même rang que b. 

Donc, si tout terme de S' n'est pas de même rang qu'un 
des termes de S, tout terme de S est de même rang qu'un 
des termes de S', et tout terme de l'une des deux suites S et 
S' jouit de la propriété d'être de même rang qu'un des termes 
de Tautre. 

Théorème XXVII. — Si un terme a d'une suite S et un 
terme d d'une suite S' sont de même rang et si aucun de ces 
deux termes n'est le dernier de sa suite, le terme b qui suit 
immédiatement a dans la suite S et le terme b' qui suit immé- 
diatement d dans la suite S' sont aussi des termes de même 
rang. 

En effet, il résulte immédiatement de l'hypothèse que les 
systèmes A et rV, formés, l'un par les termes de S non posté- 
rieurs à a^ l'autre par les termes de S' non postérieurs à a' sont 
des systèmes correspondants, c'est-à-dire qu'on a les corres- 
pondances : 

A [=] kl b [=] h\ 

d'où il résulte la correspondance : 

c'est-à-dire que le système constitué par les termes de S non 
postérieurs à A, et le système constitué par les termes de S' 
non postérieurs à b' sont correspondants, ce qui s'exprime 
. en disant que les termes b et b' sont de même rang. 
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CoRRESPO>'DANCE DE DEUX SUITES. INFERIORITE, SUPERIORITE 

d'une suite sur une autre. — On exprime que le système A, 
constitué par les termes d'une suite S, et le système A', cons- 
titué par les termes d'une suite S\ sont correspondants, en 
disant que les deux suites S et S' sont correspondantes. 

On exprime que le système A est inférieur au système A', 
ou que le système A est supérieur au système A\ en disant 
que la suite S est inférieure ou qu'elle est supérieure à la 
suite S'. 

Il résulte immédiatement de ces définitions, que si Ton 
choisit une suite S, toute suite S' est correspondante, infé- 
rieure ou supérieure à la suite S, et qu'elle ne jouit que d'une 
seule de ces propriétés. 

La correspondance de suites sera donc, comme la corres- 
pondance de systèmes : réflexe, symétrique et transitive; et 
il existe entre les suites les mêmes relations de <;orrespon- 
dance et d'infériorité qu'entre les systèmes. 

On pourra toujours établir un système de correspondance 
entre les termes de deux suites S et S' par le procédé de cons- 
titution que nous avons exposé au début du paragraphe III. 
On pourra appliquer celte méthode en choisissant d'abord le 
terme initial de S et le terme initial de S', pour former un 
couple constitué par deux termes de même rang, et en conti- 
nuant à choisir pour former chacun des couples du systèrhe 
de correspondance, le terme de S et le terme de S' qui suivent 
immédiatement le terme de S et le terme de S' du couple 
précédemment formé. 

On parviendra ainsi, si Tune au moins des suites S et S' est 
finie, à former, comme nous l'avons établi au théorème XII, 
un système complet T de correspondance entre tous les termes 
d'une de ces suites, et la totalité ou une partie des éléments 
de l'autre. 

Ce système de correspondance ï sera, en vertu du théo- 
rème XXVII, constitué par des couples formés chacun de deux 
termes de même rang, l'un de la suite S, l'autre de la suite S'. 
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Si on peut établir un tel système complet de correspon- 
dance entre les termes de S et de S\ tout terme de Tun 
quelconque des systèmes S et S' est de même rang qu'un 
terme de l'autre. 

Si on peut établir un tel système complet de correspon- 
dance entre tous les termes de l'un de ces systèmes S ou S' et 
une partie des termes de Tautre, tout terme d'un des sys- 
tèmes S et S' est de même rang qu'un terme de l'autre ; 
mais tout terme de l'autre ne jouit pas de cette propriété. 

Dans un cas, les suites S et S' sont correspondantes. Dans 
Tautre cas, Tune d'elles est inférieure à l'autre, et par consé- 
quent les deux suites S et S' ne sont pas correspondantes. 

11 en résulte directement, que la condition nécessaire et 
suffisante pour que deux suites S et S' soient correspondantes, 
est que tout terme de l'une quelconque de ces suites soit de 
même rang qu'un terme de l'autre. 

On voit de même que, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une suite S soit inférieure à une suite S', est que tout 
terme de S soit de même rang qu'un terme de S', et que tout 
terme de S' ne soit pas de même rang qu'un terme de S. 

Si une suite S est supérieure h une suite S', tout terme b 
de S qui n'est pas de même rang qu'un des termes de S' est 
de rang supérieur à tous les termes de S', conformément au 
théorème XXIV, et par suite, à tout terme de S qui est de 
même rang qu'un des termes de S'. 

Les termes de S qui ne sont pas de même rang que des 
termes de S', seront donc postérieurs aux termes de S qui 
sont de même rang que des termes de S'. 

La suite des termes de S, depuis le terme initial jusqu'à un 
terme a, constitue une suite partielle. 

Tous les termes de la suite S qui sont de même rang qu'un 
des termes de la suite S' précèdent donc tout terme de la suite 
S qui n'est pas de même rang qu'un terme de S'. 

Les termes de S qui sont de même rang que des termes de 
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S' se suivent donc Tun immédiatement après Tautre, depuis 
le terme qui est de même rang que le terme initial de S', 
jusqu'à ce que tous les termes de S de même rang que des 
termes de S' se soient succédé, c'est-à-dire jusqu'au terme 
qui est de même rang que le dernier terme de S'. 

Suites de paroles. Théorème XXVIII. — L'homme peut 
toujours prononcer une suite de paroles telle que tout terme 
a d'une suite donnée S soit de même rang qu'une des paroles 
de celte suite. 

En effet, nous pouvons toujours prononcer une suite de 
paroles P ; et lorsque nous avons prononcé une suite de 
paroles P, nous pouvons toujours prononcer immédiatement 
après la dernière parole de cette suite une autre parole, qui 
forme avec la suite P une nouvelle suite P'. Nous pouvons 
former ainsi des suites F, P",..., P'" telles que chacune de 
ces suites soit formée par la précédente suivie d'une nouvelle 
parole. 

Si donc le système formé par les termes d'une suite de 
paroles P est inférieur au système formé par les termes d'une 
suite donnée S de phénomènes, on peut établir un système 
complet de correspondance entre une partie des éléments de S 
et tous les éléments de P. Les termes de la suite F formée en 
prononçant une nouvelle parole immédiatement après la 
dernière parole de P, constituent un nouveau système dont 
les éléments correspondent à tous les éléments de S qui cor- 
respondaient aux éléments de P et à un élément de S qui ne 
correspondait pas aux éléments de P. En continuant à for- 
mer ainsi de nouvelles suites de paroles, on parviendra tou- 
jours à former une suite de paroles P"' dont les termes cor- 
respondront respectivement à chacun des termes de S. 

Les termes de la suite P'^' formeront donc un système cor- 
respondant aux termes de la suite S, et, par conséquent, tout 
terme de la suite donnée S sera de même rang qu'un des 
termes de la suite de paroles P^''. 
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Théorème XXIX. — L'homme peut toujours prononcer 
une suite de paroles telle qu'un système donné S ne soit pas; 
supérieur au système constitué par les paroles de cette suite. 

En effet, nous pouvons toujours prononcer une suite P de 
paroles ; et lorsque nous avons prononcé une suite P de 
paroles, nous pouvons toujours prononcer immédiatement 
après la dernière parole de P une autre parole ;/ qui forme 
avec les paroles de P une nouvelle suite P. 

Nous pouvons ainsi former des suites P', P",..., P''' consti- 
tuées chacune par la précédente suivie d'une nouvelle parole. 

Si un système donné S est supérieur au système Q consti- 
tué par les paroles d'une suite P, on peut établir un système 
complet de correspondance entre une partie Si des éléments 
de S et tous les éléments de P. 

Les termes de la suite P' formée en prononçant une nou- 
velle parole // immédiatement après la dernière parole de P 
constituent un nouveau système Q' équivalent à Q + /?' qu'on 
peut faire correspondre à Si 4- «y, c'est-à-dire à un système 
formé par les éléments de S qui correspondaient aux termes 
de P et par un autre élément ^ de S qui ne correspondait pas 
à un terme de P. 

En continuant à former aîn^i de aouvelles suites de paroles, 
chacune de ces opérations formera une suite de paroles qui 
correspondra ,aux mêmes éléments de S que la suite précé- 
dente et en outre à un autre élément de S. On parviendra 
donc toujours, si S est fini, à prononcer une suite de paroles 
dont les termes pourront correspondre à tous les termes de S,. 
c'est-à-dire qu'on pourra toujours prononcer une suite de 
paroles telle qu'un système donné S ne soit pas supérieur au 
système constitué par les paroles de cette suite. 

Théorème XXX. — L'homme peut toujours prononcer une 
suite de paroles telle que le système constitué par les paroles 
non postérieures à Tune d'elles soit correspondant à un sys- 
tème donné. 
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Car on peut toujours prononcer une suite de paroles telle 
qu'un système donné S ne soit pas supérieur au système 
constitué parles paroles de cette suite, et en vertu du théo- 
rème XX on peut trouver dans cette suite une parole a et 
une seule telle que les paroles non postérieures à a consti- 
tuent un système correspondant à S. 



L'IDENTITÉ RESPECTIVE DES ÉLÉMENTS 
DE DEUX SYSTÈMES 

La notion de correspondance entre les éléments de deux 
systèmes nous permet de donner une définition plus simple 
de ridentité respective des éléments de deux systèmes. 

Définitio>'. — Si entre les éléments d'un système S et d'un 
système S', on peut établir un système complet de correspon- 
dance qui associe tout élément de Tun quelconque de ces 
systèmes à un élément identique de l'autre système, on 
exprime ce fait en disant que les systèmes S et S' sont consti- 
tués par des élémenls re^/ject'wenient idenliqiie6\ 

On exprime encore ce fait en disant que les éléments de 
l'un quelconque des systèmes S et S' sont t^espectivement les 
m^me,y que ceux de l'autre système. 

Caractères de l'identité respective des éléments de deux 
SYSTÈMES. — La notion d'identité respective des éléments de 
deux systèmes est liée à la notion de correspondance des sys- 
tèmes dont elle définit un cas particulier. 

La notion de deux systèmes tels que tout élément de l'un 
quelconque de ces systèmes soit identique à un élément de 
l'autre, ne peut remplacer la notion de systèmes constitués 
par des éléments respectivement identiques. 

Dans le cas où les éléments de S identiques à l'un d'eux a 
consliluent un système partiel A non correspondant au sys- 
tème A' constitué par les éléments de S' identiques à «, les 
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éléments de S et de S' ne seront jamais respectivement iden- 
tiques; et cependant, tout élément de l'un quelconque des 
systèmes S et S' pourrait être identique à un élément de 
Tautre. 

Condition d'identité respective des éléments de deux sys- 
tèmes. — Il résulte immédiatement de la définition précé- 
dente que la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
systèmes S et S' soient constitués par des éléments respecti- 
vement identiques, est que tout élément de l'un quelconque 
de ces deux systèmes soit identique à un élément de l'autre, 
et que les éléments de S et de S' identiques à un élément quel- 
conque de Tun ou de l'autre de ces deux systèmes, consti- 
tuent deux systèmes correspondants. 

Cette dernière condition qui comprend la première, en con- 
sidérant tout élément différent des autres éléments du même 
système comme un système formé par ce seul élément, est 
donc la condition nécessaire et suffisante pour que les élé- 
ments de deux systèmes S et S' soient respectivement iden- 
tiques. 

Commedeux systèmes finis S et S' sont soumis à l'alternative 
de satisfaire ou de ne pas satisfaire à cette condition, et comme 
nous sommes toujours en état de reconnaître si deux sys- 
tèmes définis remplissent ou ne remplissent pas cette condi- 
tion, il en résulte que deux systèmes sont soumis à l'alterna- 
tive d'être ou de ne pas être constitués par des éléments 
respectivement identiques^ et que nous saurons toujours si 
deux systèmes définis sont ou ne sont pas constitués par des 
éléments respectivement identiques. 

Si tout élément de l'un quelconque des deux systèmes S et 
S'est différent des autres éléments du même système, il suf- 
fit que tout élément de l'un quelconque de ces deux systèmes 
soit identique à un élément de l'autre pour que les éléments 
de S et de S' soient respectivement identiques. 

Réflexité, symétricité, transitivité de l'identité respec- 

Santerre. 7 



98 IMlENOMEiNES ET SYSTEMES DE PHENOMENES 

TivE DES ÉLÉMENTS i)K DKux SYSTÈMES. Cdg identité rcspectivô 
des éléments de deux systèmes s'écrira comme une identité 
de phénomènes, de paroles ou d'objets en séparant par le 
signe = les lettres qui désignent chacun de ces deux sys- 
tèmes. 

11 résulte des définitions précédentes que l'identité respec- 
tive des éléments de deux systèmes est réflexe, symétrique et 
transitive; ce qui complète l'assimilation de cette notion par- 
ticulière d'identité, à l'identité des phénomènes, des paroles et 
des objets. 

VI 
L'IDENTITÉ DES SUITES 

Successions de phénomènes constitués par des éléments 
RESPECTIVEMENT IDENTIQUES. — Avaut d'établir la notion de 
sommes, et celle de la correspondance des éléments de deux 
systèmes, nous avons donné une première définition des suites 
de phénomènes constitués respectivement par les mêmes phé- 
nomènes rangés dans le même ordre ou dans des ordres diffé- 
rents. 

Les notions de correspondance, et celles de rang d'une suite 
de phénomènes que nous avons établies depuis, nous permet- 
tent de donner de ces propriétés de la suite, une définition 
plus simple mais équivalente à la première définition. 

Définition. — On dit que deux suites S et S' sont constituées 
par des éléments respectivement identiques qui se succèdent 
dans le mêmeonlre^ lorsqu'on peut établir entre les termes de 
ces deux suites un système complet de correspondance tel que 
tout élément a deTun quelconque de deux systèmes S et S' soit 
identique à l'élément correspondant a' de l'autre système, et 
que deux éléments quelconques a QÏb de l'un des systèmes S 
et S' se succèdent dans le même ordre que les deux éléments 
correspondants a' elb' de l'autre système. 

Lorsqu'un tel système de correspondance ne peut être éta- 
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bli entre les éléments de deux suites S et S' constituées par 
des éléments respectivement identiques, on dit que les suites 
S et S' sont formées par des éléments respectivement iden- 
tiques qui se succèdent dans un ordre différent. 

On exprime encore les mêmes idées, en disant que deux sui- 
tes sont formées respectivement par les mêmes phénomènes 
rangés dans le même ordre ou dans un ordre différent. 

Si deux suites S et S' sont formées par des phénomènes 
tels que tout élément d'une quelconque de ces deux suites soit 
différent des autres éléments de la même suite, il résulte des 
notions d'identité respective établies au paragraphe précédent, 
qu'on exprime encore plus simplement les mêmes idées en 
disant que les suites S et S' sont formées par les mêmes phé- 
nomènes rangés dans le même ordre ou dans un ordre diffé- 
rent suivant que S et S' seront formés respectivement par les 
mêmes phénomènes rangés dans le même ordre ou dans un 
ordre différent.. 

Suites identiques. — On dit que deux suites sont iden- 
tiques pour exprimer qu'elles sont constituées respectivement 
par les mêmes éléments rangés dans le même ordre. 

Identité de rang des éléments correspondants de deux 
suites identiques. — Si deux suites de phénomènes S et 
S' sont identiques, on peut établir entre les éléments de ces 
deux suites un système complet de correspondance T tel que 
tout élément j; de S et un élément quelconque a de S lié à œ 
par la relation d'antériorité : 

soient associés respectivement à deux éléments a' et^-'deS^ 
liés à a et X par les relations d'identité : 

et liés entre eux par la relation d'antériorité : 
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Il résulte encore de la définition des suites identiques que 
tout élément ^' de S' et un élément quelconque b'de S' lié à 
X par la relation d'antériorité : 

sont atisociés respectivement par le système T à deux élé- 
ments ^ et ^ de S, liés à b' et ai par les relations d'identité : 

b' ^b x'=Ex 
et liés entre eux par la relation d'antériorité : 

Tout élément de S fait, par définition, partie d'un couple 
de T et de ce seul couple. 

Si l'on choisit tous les couples de T formés par les élé- 
ments de S antérieurs à a associés à des éléments de S', on 
forme ainsi un système partiel U de couples du système T, 
tel que tout élément de S antérieur à a fasse partie d'un couple 
de U et ne fasse partie que d'un seul couple de U. 

Le système T fait, par définition, correspondre Félément a 
de Sa un élément d de S'; or, nous venons d'établir que tout 
élément U de S' antérieur à r/, correspond à un élément é deS 
antérieur à a. 

Cet élément <^ de S antérieur à a, fait partie d'un couple de 
U, où il est associé avec Télément y de S'. 

L'élément b' de S' ne fait partie d'aucun autre couple de U, 
puisqu'il ne fait partie que d'un seul couple de T, et que U 
est un système partiel de T. 

Le système U est donc un système complet de correspon- 
dance entre les éléments de S antérieurs à « et les éléments 
de S' antérieurs à ci . 

Les termes de la suite S qui précèdent un terme quelconque 
a, et les termes de la suite S' qui précèdent le terme d corres- 
pondant à «, constituent deux ensembles correspondants. 

Les termes de S non postérieurs au terme a de cette suite, 

!" • • * 
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et les termes de S' non postérieurs au terme a! de S' sont donc 
aussi des ensembles correspondants, ce qui s'exprime dans le 
langage convenu précédemment adopté, en disant que a et^' 
sont des termes de même rang des deux suites S et S'. 

On formule cette propriété des termes correspondants de 
deux suites identiques, par la proposition suivante : 

Théorème XXXI. — Si deux suites de phénomènes sont 
identiques, tout terme de Tune quelconque de ces suites et le 
terme correspondant de l'autre suite sont des termes de même 
rang. 

La réciproque de ce théorème est vraie. Elle peut s'énoncer 
ainsi : 

Théorème XXXIl. — Si tout terme de l'une quelconque des 
deux suites S et S' est identique au terme de même rang de 
l'autre suite, les deux suites S et S' sont identiques. 

En effet, si l'on associe successivement une fois et une seule 
chacun des éléments d'une de ces suites à l'élément du même 
rang de l'autre suite, on forme entre les éléments de ces 
deux suites, un système complet de correspondance T; ce 
système sera tel que tout élément de l'une quelconque de ces 
deux suites corresponde à un élément identique de l'autre 
suite, et que deux éléments « et é de l'une quelconque des 
suites S et S', soient toujours rangés dans le même ordre que 
les éléments correspondants d et b' de l'autre suite, puisque 
deux éléments de même rang sont identiques par hypothèse, 
et que deux éléments quelconques a et 6 de ces deux suites se 
succèdent toujours dans le même ordre que les deux éléments 
de même rang a! et h' de l'autre suite. 



DEUXIÈME PARTIE 

LE NOMBRE ET LES OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES 

DE L ARITHMÉTIQUE 



INTRODUCTION 

Dans la première partie de ce travail, j'ai mis en lumière 
dix-huit notions tirées uniquement de Fobservation psycholo- 
gique. 

Ces seuls principes m'ont servi de base pour établir les rela- 
tions qui existent entre les phénomènes psychiques généraux 
d'une part et entre les paroles d'autre part, et je n'ai fait appel 
aux concepts introduits dans la représentation du monde 
extérieur, ainsi qu'aux lois expérimentales qui régissent ces 
concepts, que pour étendre aux phénomènes physiques les 
relations déjà établies pour les phénomènes psychiques et 
pour les paroles. 

Ces dix-huit principes peuvent servir de base à l'établisse- 
ment de la science des nombres; c'est-à-dire, qu'on peut en 
déduire, parle seul raisonnement, toute la science des nombres, 
sans faire appel à l'observation du monde extérieur. 

Dans la deuxième partie de ce travail, je déduirai des prin- 
cipes fondamentaux et des théorèmes déjà établis la théorie 
du nombre et des opérations élémentaires auxquelles on peut 
se livrer sur les nombres. Je montrerai ainsi l'usage que l'on 
peut faire de la notion de nombre et des opérations élémen- 
taires sur les nombres, en appliquant ces notions et opérations 
aux systèmes définis de phénomènes, d'êtres ou d'objets, que 
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les hommes ont l'habitude de situer en dehors d'eux-mêmes. 
Dans ces applications de la théorie du nombre à des faits 
physiques, j'introduirai nécessairement certains concepts de 
la théorie du monde extérieur. 



CHAPITRE PREMIER 

LE NOMBRE 



LA NOTION DE NOMBRE 

La faculté que possède rhomme de pouvoir transmettre de 
proche en proche à ses semblables de même langue une suite 
de mots toujours identique à elle-même, a été basée sur le prin- 
cipe XVIII tiré de l'observation psychologique et a été *expri- 
mée sous la forme du théorème VII his, lorsque nous avons 
exposé la théorie des suites de paroles dans la première partie 
de ce travail. 

Les peuples civilisés ont toujours usé de cette faculté, pour 
établir dans leur langue une suite traditionnelle de mots, tous 
différents les uns des autres, et servant à former un système 
complet de correspondance entre les éléments de tout système 
défini de phénomènes ou d'êtres, et les termes de cette suite, 
depuis le premier jusqu'à Tun d'eux, sans omettre aucun des 
termes intermédiaires, pourvu toutefois que le système défini 
ne soit pas supérieur au système constitué par tous les termes 
de la suite traditionnelle. 

Toute suite de mots peut servir à un tel usage. 

Cela résulte immédiatement du théorème XX, établi dans 
la première partie, et qui s'exprime ainsi : si un système fini S 
n'est pas supérieur au système constitué par les éléments 
d'une suite S', on peut toujours trouver dans S' un terme a' et 
un seul, tel que les termes de S' non postérieurs à a!, consti- 
tuent un système correspondant à S. 

Chaque peuple a donc pu établir arbitrairement, pour cet 
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usage spécial, une suite de mots tous différents les uns des 
autres, et associer à chacun d'eux un signe graphique diffé- 
rent. Cette suite de mots est dite une suite de nombi^es . 

La suite de nombres adoptée par les peuples qui parlent ou 
qui parlaient telle ou telle langue, est dite la suite des nombres 
de cette langue; et Ton dit : la suite des nombres pour désigner 
la suite de nombres en usage dans notre langue. 

Tout mot identique à un terme de la suite des nombres d'une 
langue est dit : « un nombre de cette langue ». 

Cette définition du nombre comprend tous les termes de 
cette suite de nombres, car chacun de ces termes est identique 
à lui-même. 

Nous disons : « un nombre », sans autre désignation com- 
plémentaire, pour exprimer que nous parlons d'un des nom- 
bres de notre langue. 

On appelle suite partielle de nombres, toute suite de mots 
qui commence à un terme de la suite des nombres d'une 
langue, et qui se poursuit jusqu'à un autre terme de cette 
même suite, sans omission ni répétition d'aucun terme inter- 
médiaire. Une suite partielle de nombres sera donc définie, 
quand on connaîtra son premier et son dernier terme. 

Le nombre un étant le terme initial de la suite des nombres 
de notre langue, toute suite partielle de nombres commençant 
par le terme initial de la suite française, et finissant par un 
autre nombre n de cette même suite, est dite la suite des 
nombres de un h.n, 

II 

L'ÉGALITÉ DES NOMBRES 

DÉFINITIo^. — Deux nombres formés par deux mots iden- 
tiques l'un et l'autre à un même terme de la suite des nombres 
sont dits : des nombres égaux. 

Deux nombres qui ne sont pas égaux sont dits: des nombres 
inégaux. 
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II résulte immédiatement de ces définitions que, deux nom- 
bres inégaux ne sont jamais formés par des mots identiques 
Tun et l'autre à un même terme de la suite des nombres. 

Propriété fondamentale des nombres inégaux. — Deux 
nombres inégaux sont toujours formés, Tun par un mot iden- 
tique à un terme de la suite des nombres, Fautre par un mot 
identique à un autre terme de la même suite. 

En effet, si deux mots a ^{b constituent des nombres, cha- 
cun d'eux est, par définition, identique à un terme de la suite 
traditionnelle. 

Si les mots « et ô constituent des nombres inégaux, il 
résulte immédiatement de la définition des nombres inégaux, 
que a et è ne sont jamais identiques l'un et l'autre à un même 
terme de la suite traditionnelle. 

Les mots aeib étant respectivement identiques à des termes 
de la suite des nombres, et n'étant pas identiques l'un et 
l'autre à un même terme de cette suite, il en résulte que a et 
b sont identiques, l'un à un terme m, l'autre à un autre terme 
n de la suite traditionnelle ; ce qu'il fallait démontrer. 

Réciproque. — - Deux nombres formés, Tun par un mot 
identique à un terme de la suite traditionnelle, l'autre par un 
mot identique à un autre terme de la même suite, sont tou- 
jours des nombres inégaux. 

En effet, si deux nombres sont formés par des mots a ei b 
identiques, l'un à un terme m, l'autre à un autre terme n de 
la suite des nombres, ces deux termes m et n sont, par défi- 
nition, des mots différents. On a donc les identités et non- 
identités de mots : 

a^m b^^n m^n. (^) 

Il en résulte toujours : 

a^b (2) 

d'après la transitivité des identités de mots. 
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Si nous désignons par /> un terme de la suite des nombres 
identique à a, et par y un terme de cette même suite iden- 
tique à 6, on a les identités : 

a^=p b ^ q 
qui avec : 

entraînent toujours : 

c'est-à-dire que deux mots différents a et h ne sont jamais 
identiques à un même terme de la suite des nombres. 

Les nombres désignés par les mots a et 6 ne seront donc 
jamais des nombres égaux, c'est-à-dire qu'ils seront toujours 
des nombres inégaux; ce qu'il fallait démontrer. 

Relations alternatives entre deux nombres. — Il résulte 
de la définition de l'égalité et de l'inégalité des nombres, que 
deux nombres sont toujours soumis à l'alternative d'être 
égaux ou inégaux. 

Il résulte des propriétés précédentes, que deux nombres sont 
toujours soumis à l'alternative d'être constitués par des mots 
identiques l'un et l'autre à un même terme de la suite des 
nombres, ou d'être constitués par des mots identiques, Tun à 
un terme, l'autre à un autre terme delà suite des nombres. 

Dans un cas^ les deux nombres sont toujours égaux ^ dans 
l'autre cas, ils sont toujours inégaux. 

Théorème I. — Si deux nombres sont constitués par des 
mots identiques, ces deux nombres sont égaux; et s'ils sont 
constitués par des mots différents, les deux nombres sont iné- 
gaux. 

En effet, si deux mots a ^i b constituent des nombres, ces 

mots sont, par définition, identiques, l'un à un terme m, 

l'autre à un terme n de la suite des nombres. 

On a donc : 

a^m b^n. (1) 
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Si les deux mots a et b sont identiques, les identités (1) et 

ridentité (2) 

a = b (2) 

entraînent : 

Cela signifie que si deux mots « et ô qui constituent des 
nombres sont identiques, ils sont identiques Tun et l'autre à 
un même terme de la suite des nombres ; c'est-à-dire que les 
nombres formés par ces deux mots identiques sont égaux. 

On a de même avec les identités : 

a^^ni b^n, (1) 

l'expression : 

a^b (2) 

lorsque les deux nombres sont constitués par des mots diffé- 
rents a et b^ et il en résulte toujours : 

?n ^ n 

pour deux termes identiques, l'un à a, l'autre h b; ce qui 
exprime que, dans ce cas, a et é ne sont jamais identiques 
l'un et l'autre à un même terme, c'est-à-dire que les deux 
nombres constitués par a et ô ne sont pas égaux. 

Ainsi se trouvent démontrées les deux parties du théo- 
rème 1. 

Remarque. — Deux nombres sont toujours constitués par 
deux mots identiques ou différents. Dans un cas, ce sont des 
nombres égaux, et, dans l'autre, des nombres inégaux, selon 
la définition adoptée précédemment. On peut donc se servir 
de la relation alternative que nous venons d'établir, et qui unit 
toujours deux nombres pour définir ainsi l'égalité ou l'inéga- 
lité de deux nombres : 

Deux nombres qui sont constitués par des mots identiques 
sont dits des nombres égaux. 

Deux nombres qui sont constitués par des mots différents 
sont dits des nombres inégaux. 
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Autre expression de l'égalité de deux nombres. — On 
exprime encore qu'un nombre A est égal à un nombre B, en 
disant que A désigne le même nombre que B, en étendant aux 
nombres égaux la même dénomination qu'aux paroles iden- 
tiques. 

Egalité de deux nombres. — Une expression algébrique 
formée de deux mots qui désignent des nombres séparés Fun 
de l'autre par le mot égal s'appelle une égalité de nombres. 
Elle s'écrit à l'aide de deux caractères désignant chacun un 
nombre, séparés l'un de l'autre par le signe =. 

L'expression « A égal à B », dans laquelle A et B dési- 
gnent chacun un nombre, et qui s'écrit : 

A=B 

est une égalité de nombres. 

L'égalité de nombres est réflexe, symétrique et transitive 
comme Tidentité de paroles, dont elle n'est qu'un cas particu- 
lier. 

L'expression « A inégal ^ B », dans laquelle A et B dési- 
gnent deux nombres, et qui s'écrit : 

A:^B 

exprime que le nombre A n'est pas égal au nombre B, et s'ap- 
pelle une inégalité de nombres. 

Lemme. — Tout mot identique à un terme de la suite des 
nombres, est différent de tout autre terme de cette suite. 

En effet, si nous désignons par a un mot identique à un 
terme m de la suite des nombres, et si nous désignons par n 
tout autre terme de cette suite, les termes m et n seront, par 
définition, deux mots différents. 

Or, il résulte des propriétés de l'identité de faits de cons- 
cience, étendues à Tidentité de mots, que les deux mots diffé- 
rents m et n ne peuvent jamais être l'un et Tautre identiques 
à un même mot a. 
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Le mol m étant par hypothèse identique à a, le mot n sera 
donc diflérent de a, 

11 est ainsi établi que si un mot a est identique à un terme 
m de la suite des nombres, tout autre terme n de cette suite 
est différent de a. 

Tout mot a identique à un terme m de la suite des nombres 
est donc différent de tout autre terme n de cette suite; ce 
qu'il fallait démontrer. 

Relation entre deux nombres inégaux. — Si deux nombres 
A et B sont tels que le nombre égal à A de la suite tradition- 
nelle précède le nombre égal à B de cette même suite, on 
exprime ce fait en disant que le nombre A Q^i plus petit que le 
nombre B, ou que B est plus grand que A. 

Théorème II. — Quand deux nombres sont inégaux, Tun 
d'eux doit être toujours plus petit que l'autre. 

En effet, nous avons établi immédiatement après la défini- 
tion de deux nombres inégaux, que si deux nombres sont iné- 
gaux, l'un deux est constitué par un nombre a identique à un 
terme m, et l'autre par un nombre h identique à un autre 
terme n de la suite traditionnelle. 

L'un des deux termes distincts m et n de la suite des nom- 
bres précède toujours l'autre. 

Celui des deux mots « et ^ qui est identique à celui des deux 
termes m Qi n qui précède Tautre, constitue par définition un 
nombre plus petit que le nombre constitué par l'autre mot. 

Théorème III. — Quand deux nombres sont égaux, aucun 
d'eux n'est plus petit ou plus grand que l'autre. 

En effet, toutes les fois que deux nombres A et B sont tels 
que l'un d'eux soit plus petit que l'autre, l'un de ces nombres 
est par définition constitué par un mot a identique à un ter- 
me m de la suite des nombres, et l'autre est constitué par un 
mot b identique à un terme n de la même suite, qui succède 
au terme m. 
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Le terme m qui précède le terme n dans la suite des nombres 
est, par définition, un mot différent de n. 

Or, nous avons déjà établi que deux nombres A etB formés, 
l'un par un mot identique à un terme, l'autre par un mot 
identique à un autre terme de la suite traditionnelle, sont tou- 
jours des nombres inégaux. 

Si deux nombres sont égaux, l'un d'eux ne sera donc 
jamais plus petit que l'autre, et par conséquent aucun d'eux 
ne sera plus petit ou plus grand que l'autre ; ce qu'il fallait 
démontrer. 

Distinction entre deux nombres inégaux. — Nous avons 
déjà fixé le sens adopté pour les expressions algébriques : ce A 
égal à B » et « A inégal à B » quand A et B désignent des 
nombres. Nous avons aussi adopté pour écrire ces expressions 
les notations symboliques : 

A = B A^B. 

Pour compléter les expressions algébriques qui permettent 
d'énoncer symboliquement les relations qui existent toujours 
entre deux nombres, il convient de préciser le sens attribué 
aux expressions : « A plus petit que B » et « k plus grand que 
B » , dans lesquelles les caractères A et B qui précèdent et qui 
suivent l'expression « 'plus petit que » ou « plus grand que » 
désignent des nombres. 

Ces expressions, qui s'écrivent : 

A < B A > B 

expriment que le nombre A est plus petit que le nombre B, ou 
que le nombre A est plus grand que le nombre B. 

Il résulte des définitions et des propositions que nous 
venons d'établir, le théorème suivant, qui en est la consé- 
quence immédiate exprimée en langage algébrique. 
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Thkorème IV. — Entre deux nombres quelconques A etB^ 
il y a toujours une des relations : 

A = B, A < B ou A > B 

et Tune quelconque de ces relations est incompatible avec 
chacune des deux autres. 

RÉFLEXITÉ, SYMÉTRICITÉ, TRANSITiVITÉ DE l'ÉGALITÉ DE NOM- 
BRES. — L'égalité de nombres est réflexe, symétrique et tran- 
sitive, c'est-à-dire : 

l^ Tout nombre A est égal à lui-même ; c'est-à-dire que l'é- 
galité réflexe : 

A = A 

a toujours lieu lorsque les caractères qui précèdent et qui sui- 
vent le signe = désignent un même nombre. 

En effet, les caractères A désignant, par hypothèse, chacun 
le même nombre, désignent l'un et l'autre un même mot 
identique à un seul et même terme n de la suite des nombres. 

Les caractères A désignant Tun et l'autre un mot identique 
à un même terme n de la suite des nombres, désignent, par 
définition, des nombres égaux, ce qui s'exprime et s'écrit : 

A = A 

L'égalité A = A a donc lieu toutes les fois que les carac- 
tères réflexes désignent le même nombre ; ce qu'il fallait éta- 
blir. 

2° L'une quelconque des égalités symétriques de nombres : 

A = B B=A 

entraîne toujours l'autre ; car l'une et l'autre de ces égalités 
exprimant que A et B sont des nombres égaux, il s'ensuit que 
chacune d'elles entraîne l'autre. 
3^ Les égalités transitives de nombres : 

A = B B = G 
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entraînent toujours Tégalité de nombres : 

A = C. 

Si A, B, C désignent des nombres, les égalités : 

A==B B = C (1) 

expriment que les mots A, B, C sont liés par les identités 
de mots : 

A = B B = C 



qui, en vertu de la transitivité des identités de mots, entraî- 
nent ridentité : 

A = C 

Les mots identiques A et C étant par hypothèse des nombres, 
sont, d'après le théorème I, des nombres égaux, ce qui s'ex- 
prime par l'égalité de nombres : 

A = C (2) 

Les égalités (1) entraînent donc l'égalité (2) ; ce qu'il fal- 
lait démontrer. 

Il résulte immédiatement de ces trois propriétés caractéris- 
tiques de l'égalité de nombres les deux propositions complé- 
mentaires suivantes : 

1"* Les égalités de nombres 

A = G B=C' G = C' 

entraînent toujours l'égalité : 

A = B. 

La démonstration se déduit immédiatement de la transiti- 
vité des égalités de nombres. 
En effet, on a par hypothèse : 

A = C e = C' C' = B 
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De A = C et de C = C, il résulte : 

A=C'. 

De A = C et de C = B, il résulte l'égalité : 

A = B; 

ce qu'il fallait démontrer. 
2^ Les relations de nombres : 

A = C B = C' c^a 

entraînent toujours l'inégalité de nombres : 

A^B. 

En effet, il résulte immédiatement du théorème précédent 
que des égalités de nombres : 

A = C B = C' A = B (1) 

ne peuvent jamais avoir lieu toutes les trois avec Finégalité 

C ^ C (2) 

puisqu'elles entraînent toujours l'égalité C = C. 

Si donc des nombres A, B, C, C sont liés par deux des 
relations (1) et par la relation (2), c'est-à-dire si on a : 

A=C B=C' C^^C/ 

on ne peut jamais avoir l'égalité A = B, c'est-à-dire qu'on a 
touiours l'inégalité : 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il résulte des trois propriétés caractéristiques de l'égalité 
des nombres, les corollaires suivants : 
1^ Les relations de nombres : 

A = B B < C (1) 

entraînent toujours la relation : 

A < c (2) 
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Il résulte des relations (1) que A et B sont des mots identi- 
ques à un même terme m de la suite des nombres, et que les 
nombres B et C sont identiques, l'un B, au terme m de la 
suite des nombres, l'autre C, à un autre terme n de la même 
suite, postérieur à m. 

Le nombre A, étant un mot identique au terme m de la 
suite des nombres, et le nombre C, étant un mot identique à 
un terme n postérieur à m, le nombre A est, par définition, 
plus petit que C, ce qui s'exprime et s'écrit : 

A < C. 

Les relations (1) entraînent donc toujours la relation (2) ; 
ce qu'il fallait établir. 

2"* Les relations de nombres : 

A < B B = C 

entraînent toujours la relation : 

A < C. 

La première de ces relations exprime que le nombre A est 
un mot identique à un terme m de la suite des nombres, et 
que B est identique à un terme n postérieur à m. 

Mais B = C exprime que B et C sont des mots identiques 
au même terme n de la suite des nombres. 

A étant un mot identique à un terme m de la suite des 

nombres, et C un mot identique à un terme n postérieur à /w, 

est, par définition, un nombre plus petit que C. 

On a donc : 

A < C; 

ce qu'il fallait démontrer. 
3^ Les relations de nombres : 

A < B B < C (1) 

entraînent la relation : 

A < C. (2) 
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Les nombres A, B, C désignent des mots respectivement 
identiques à des termes a, b^ c de la suite des nombres. 

Les relations (1) expriment que le terme a de la suite des 
nombres est antérieur au terme b de là même suite, et que le 
ternie b est antérieur au terme c, ce qui s'écrit : 

««6<<c. 

Il en résulte que le terme a est antérieur au terme c de la 
suite des nombres, ce qui s'écrit : 

Les nombres A et C étant respectivement identiques, Tun 
A à un terme a de la suite, et l'autre C à un terme c de la 
suite postérieur à a, le nombre A est, par définition, plus 
petit que le nombre C, ce qui s'écrit : 

A<C; 
ce qu'il fallait démontrer. 

III 

RELATIONS ENTRE LES NOiMBRES ET LES SYSTÈMES 

Attributs numériques des systèmes. — Tout système cor- 
respondant au système formé par les termes de la suite des 
nombres, depuis le terme initial jusqu'au terme n, est dit un 
système de n termes; et le nombre n est dit le nombre de 
termes du système. 

Lorsqu'un système S est supérieur au système constitué 
par les termes de la suite des nombres, il ne peut être établi 
de système complet de correspondance entre S et tout ou 
partie des nombres de la suite ; car, en vertu du théorème XVII, 
le système S n'est, ni correspondant, ni inférieur au système 
constitué par les nombres de la suite. Dans ce cas, aucun 
terme de la suite des nombres ne pourra désigner le nombre 
d'éléments du système S. 
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Dans le cas où un système S n'est pas supérieur au système 
constitué par les termes de la suite des nombres, il résulte 
directement du théorème XX qu'on pourra toujours trouver 
dans la suite des nombres un nombre w, et un seul, qui dé- 
signe le nombre d'éléments du système S. 

Tout système est donc caractérisé par cette propriété, que 
le nombre de ses termes peut s'exprimer par tel ou tel des 
termes de la suite des nombres, à l'exclusion de tout autre 
nombre, ou qu'il ne peut s'exprimer par aucun des termes de 
la suite des nombres. 

Le nombre n de termes d'un système S est dit aussi Val- 
tribut numérique du système S, car il constitue une propriété 
•de ce système qui le dislingue de tout système ayant un 
nombre différent de termes, ou ne pouvant être exprimé par 
un des termes de la suite de nombres adoptée. 

Le système formé par les termes de la suite des nombres 
depuis le terme initial jusqu'à un terme n étant correspon- 
dant à lui-même, il est par définition un système de n 
termes. 

On exprime que les termes de ce système sont des nom- 
bres, et que ces nombres précèdent tous les autres, en disant 
que c'est le système des n premiers nombres. 

Manière usuelle de compter les éléments d'un système. — 
Former un système complet de correspondance entre les 
éléments d'un système défini de phénomènes ou d'êtres et 
tous les termes de la suite des nombres, depuis le terme ini- 
tial jusqu'à Tun de ces nombres, de façon à trouver quel est 
ce nombre, s'appelle compter les éléments du système défini. 

Pour trouver l'attribut numérique d'un système S, on 
forme un couple d'éléments du système S et de la suite des 
nombres, en choisissant pour les accoupler l'un à l'autre un 
élément de S et le terme initial de la suite des nombres; et 
lorsqu'on a constitué ce couple, on en constitue un autre 
formé par un élément de S qui ne fait pas partie du couple 
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précédent et par le terme de la suite des nombres qui suit 
immédiatement le terme initial. 

On continue à constituer Tun après l'autre des couples d'élé- 
ments de S et de la suite des nombres, formés chacun par uu 
élément de S choisi parmi ceux qui ne font pas partie des 
couples précédents, et par le nombre qui suit immédiatement 
celui du couple précédent. 

On fait ainsi succéder un couple à un autre, jusqu'à ce que 
tous les éléments de S ou tous les termes de la suite des nt)m- 
bres aient été choisis pour former des couples, ce qui sera 
toujours possible si le système S est fini, comme nous l'avons 
établi au théorème XII (P® partie) . 

Dans un cas, c'est-à-dire si l'on parvient par ce procédé 
de constitution de couples, à introduire successivement dans 
leur composition tous les éléments de S avec les éléments de 
la suite des nombres, depuis le terme initial jusqu'à l'un 
d'eux n, le nombre n introduit dans le dernier couple ainsi 
formé sera Tattribut numérique du système S. 

En effet, d'après son mode de génération, ce système de 
couples est un système complet de correspondance entre les 
éléments de S et les termes de la suite des nombres, depuis 
le terme initial jusqu'au nombre n. 

Dans l'autre cas, c'est-à-dire si on parvient à introduire 
ainsi successivement dans la composition des couples tous 
les termes de la suite des nombres avec une partie seulement 
des éléments du système S, ni le nombre introduit dans le 
dernier couple, ni aucun autre nombre de la suite adoptée ne 
sera l'attribut numérique de S. 

En effet, ces couples constituent un système complet de 
correspondance entre tous les nombres et une partie des élé- 
ments de S. Le système S est donc supérieur au système 
formé par les termes de la suite des nombres adoptée. Il en 
résulte, comme nous Tavons établi immédiatement après la 
définition de l'attribut numérique d'un système, qu'aucun 
nombre de la suite adoptée ne sera l'attribut numérique de S. 
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Remarque. — Ce dernier cas ne se présentera pas si Ton 
fait usage d'une suite illimitée de nombres pour compter les 
éléments d'un système fini S. Le procédé adopté pour compter 
ces éléments permettra toujours de trouver dans la suite 
illimitée un nombre et un seul qui soit l'attribut numérique 
du système fini S, ainsi que cela résulte directement du théo- 
rème XXI. 

Nombres concrets et nombres abstraits. — Les éléments 
d'un système de n termes sont des phénomènes, des êtres, 
des objets réels ou fictifs. Ces éléments peuvent en outre 
faire tous partie d'une même collection de phénomènes, 
d'êtres ou d'objets pouvant être désignés sous la même déno- 
mination. On exprime alors ce fait en remplaçant dans l'ex- 
pression : « Système de n éléments » le mot éléments par la 
dénomination collective propre à chacun des éléments du 
système, avec la désinence du singulier ou du pluriel, selon 
que l'attribut numérique du système est le premier ou tout 
autre terme de la suite des nombres. 

On dira donc un système de n phénomènes, de n êtres, de 
n faits, de n objets. 

On désigne encore un système qui a tel ou tel nombre pour 
attribut numérique, uniquement par la désignation de cet 
attribut numérique suivie de la dénomination collective 
propre aux éléments du système. 

Ainsi, l'on dira : cinq chevaux, cent un coups de canon, 
vingt-cinq billes, trois batailles, quarante siècles, pour dési- 
gner des systèmes de cinq, de cent un, de vingt-cinq, de trois 
et de quarante termes, formés respectivement par des che- 
vaux, des coups de canon, des billes, des batailles et des 
siècles. 

Une expression formée d'un nombre n suivi d'une appella- 
tion commune à chacun des éléments d'un système de n 
termes est dite un nombre concret^ tandis que chacun des 
éléments de la suite des nombres est dit un nombre abstrait. 
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Les éléments de la suite traditionnelle de mots qui sert à 
compter dans chaque langue, et que nous avons appelés des 
nombres, sans y joindre aucune autre qualification, sont dits, 
par le mathématicien allemand Helmholtz, des nombres purs. 

Les dénominations de nombre concret et de nombre abs- 
trait, ont leur raison d'être dans la théorie qui déduit par 
abstraction Fidée de nombre de celle de collection d'objets 
distincts, tandis que nous avons fondé directement la notion 
de nombre sur la faculté que possède l'homme de prononcer 
et de répéter à son gré une suite quelconque de paroles. 

Nous verrons dans la suite, que l'abandon de la théorie du 
nombre tirée de la notion de collection d'objets, en faisant 
abstraction de la nature des objets qui constituent la collec- 
tion, n'infirme en aucune façon la valeur du procédé suivi 
par les civilisations anciennes et modernes pour former les 
noms des nombres, et pour régler l'ordre dans lequel ils se 
suivent. 

Pour parvenir à ce résultat, une suite de collections d'ob- 
jets a été constituée en choisissant d'abord un seul objet, 
puis en joi]gnant toujours un nouvel objet à la collection pré- 
cédente pour former la suivante. 

Cette suite de collections a servi à établir les noms des 
nombres, en tirant chacun de ces noms d'une propriété 
propre à une seule collection, et indépendante de la nature 
des objets de cette collection; et l'ordre dans lequel les nom- 
bres se succèdent, est le même que celui des collections qui 
servent à former les nombres. 

Nous disons seulement, que ce choix judicieux de mots et 
de signes qui caractérise les systèmes de numération, et qui 
atteint dans notre numération écrite le dernier degré de la 
perfection, n'est pas indispensable à la constitution d'une 
suite de nombres, c'est-à-dire à une suite de mots destinée à 
compter les éléments des systèmes d'objets. Nous établirons 
la parfaite légitimité des procédés employés pour former ces 
suites de nombres, dont les noms sont liés aux propriétés 



12^ NOMBRE ET OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES DE L'ARITHMÉTIQUE 

associatives des collections d'objets qu'ils servent à compter. 
Ce soin négligé jusqu'ici ne permettait pas d'établir une 
théorie rigoureuse de la constitution du nombre. 

Relation entre l'égalité des attributs numériques de deux 

SYSTÈMES ET LA CORRESPONDANCE DE CES SYSTÈMES. ThÉORÈME V. 

— Deux systèmes A etB, qui ont pour attributs numériques 
des nombres égaux, sont des systèmes correspondants, et deux 
systèmes A et B, qui ont pour attributs numériques des nom- 
bres inégaux, sont des systèmes non correspondants. 

En effet, si nous désignons par A et B deux systèmes, par 
a et h les attributs numériques de A et de B, par S^ et Sj, les 
systèmes constitués par les a et les b premiers nombres, on 
a les correspondances de systèmes : 

A[=]Sa (1) 

B [=] s,. (2) 

On a en outre par hypothèse l'égalité : 

Comme deux nombres égaux a ti b sont des riiots identi- 
ques Tun et l'autre à un même terme d'une suite de mots 
tous différents les uns des autres, le système des a premiers 
termes et le système des b premiers termes de la suite des 
nombres, désignent le même système. Les systèmes S^etSb sont 
donc correspondants ; c'est-à-dire que l'on a : 

S. [=J S,. (3) 

Il résulte de la transitivité des correspondances de sys- 
tèmes que les relations (1), (2), (3) entraînent toujours la 
correspondance : 

A [=] B, 

c'est-à-dire que les deux systèmes A et B sont corres- 
pondants, ce qui démontre la première partie de la propo- 
sition. 
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On voit aussi, en conservant les mêmes notations, que les 

relations : 

AWSa (1) 

B [=] S, (2) 

avec l'hypothèse : 

entraînent d'abord Tanticorrespondance : 

S.[5t]S, (3) 

et que les relations (1), (2) et (3) entraînent toujours Tanti- 

correspondance : 

A [^] B, 

c'est-à-dire que les deux systèmes A et B ne sont pas corres- 
pondants, €0 qui démontre la seconde partie de la proposi- 
tion énoncée. 

Théorème VI. — Deux systèmes correspondants ont pour 
attributs numériques des nombres égaux, et deux systèmes 
non correspondants ont pour attributs numériques des nom- 
bres inégaux, quelle que soit la suite de nombres choisie pour 
compter ces systèmes, pourvu que chacun d'eux soit numé- 
rable avec la suite choisie. 

En effet, si la suite de nombres choisie pour compter le 
nombre d'éléments de chacun des deux systèmes A et B est 
telle que A et B soient numérables à l'aide de cette suite de 
nombres, les systèmes A et B ont chacun pour attribut numé- 
rique un des termes de la suite choisie. 

Or, il résulte du théorème précédent que si les deux sys- 
tèmes A et B ne sont pas correspondants, leurs attributs 
numériques ne sont pas des nombres égaux. Les systèmes 
non correspondants A et B ayant des attributs numériques 
qui ne sont pas des nombres égaux, ces systèmes ont pour 
attributs numériques des nombres inégaux. 

Il résulte encore du théorème précédent que si A et B sont 
correspondants, leurs attributs numériques ne sont pas des 
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nombres inégaux. Comme A et B ont des attributs numéri- 
ques, ces deux systèmes ont pour attributs numériques des 
nombres égaux. 

Remarque. — Si Ton se sert d'une suite illimitée de nom- 
bres pour compter les éléments d'un système S et ceux d'un 
système S', ces deux systèmes sont toujours numérables avec 
une telle suite, comme nous l'avons fait remarquer en indi- 
quant la manière usuelle de compter les éléments d'un sys- 
tème. 

Chacun des systèmes S et S' a donc un attribut numérique 
dans toute suite illimitée quelconque de nombres, et ces deux 
attributs seront des nombres égaux ou inégaux, selon que les 
systèmes S et S' seront ou ne seront pas correspondants. 

On peut donc énoncer, dans ce cas particulier, le théorème 
précédent sous la forme suivante : 

Théorème VI bis. — Si l'on fait usage d'une suite illimitée 
de nombres, les attributs numériques de deux systèmes cor- 
respondants sont toujours des nombres égaux, et les attributs 
numériques de deux systèmes non correspondants sont tou- 
jours des nombres inégaux. 

Théorème VII. — Si deux systèmes A et B ont respective- 
ment pour attributs numériques des nombres inégaux a et A, 
les systèmes A et B ne sont jamais correspondants, et le sys- 
tème A est toujours inférieur ou supérieur au système B, selon 
que le nombre a est plus petit ou plus grand que b. 

Réciproquement, si les éléments de deux systèmes non 
correspondants A et B sont numérables à l'aide delà suite de 
nombres choisis pour les compter, ces deux systèmes ont 
pour attributs numériques des nombres inégaux « et ô ; et 
l'attribut a Ae k est toujours un nombre plus petit ou plus 
grand que l'attribut b de B, selon que A est un système infé- 
rieur ou supérieur à B. 

Démonstration. — En effet, deux systèmes A et B qui ont 
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respectivement pour attributs numériques des nombres iné- 
gaux a et b, sont par définition des systèmes respectivement 
correspondants aux systèmes Saet Sb constitués par les a et 
les b premiers nombres. 

On a donc les correspondances : 

A[=]Sa B[=]S.. (1) 

Les systèmes Sa et Sb sont toujours liés par Tune des rela- 
tions : 

Sa [=] Sb (2) 

Sa[<]Sb (3) 

Sa[>]Sb (4) 

qui sont respectivement liées aux relations de nombres : 

a = b o,(^b a'yb. 

Les nombres a q{ b étant inégaux par hypothèse ne sont 
pas liés par l'égalité «5 =- é; il en résulte que S» et Sb ne sont 
pas liés par la relation (2), c'est-à-dire qu'on a l'anticorres- 
pondance : 

Sa m Sb. 

Cette dernière relation et les relations (1) entraînent la 
relation : 

c'est-à-dire que les systèmes A et B, qui ont pour attributs 
numériques des nombres inégaux, sont des systèmes non 
correspondants, comme nous l'avons établi au théorème pré- 
cédent. 

Les systèmes S» et Sb qui ne sont pas liés par la relation 
(2) sont donc liés par l'une ou l'autre des relations (3) et (4). 

Si Sa et Sb sont liés par la relation (3), il résulte des pro- 
priétés de la correspondance de systèmes que cette relation 
et les relations (1) entraînent là relation d'infériorité 

(WA[<]B. 
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tandis que si S» et Sb sont liés par la relation (4) , cette rela- 
tion et les relations (1) entraînent la relation de supériorité : 

(ï)A[>]B, 

c'est-à-dire que si deux systèmes A et B ont respectivement 
pour attributs numériques deux nombres inégaux a et d, le 
système A est inférieur ou supérieur au système B, suivant 
que l'attribut « de A est plus petit ou plus grand que Tattribut 
h de B, ce qui démontre la dernière partie de la proposition 
directe. 

Si deux systèmes A et B ne sont pas correspondants, et s'ils 
sont numérables à l'aide de la suite de nombres choisie pour 
les compter, ils ont l'un A un attribut numérique «, l'autre 
B un attribut numérique b. En désignant par S» et Sb les sys- 
tèmes des a et des b premiers nombres, nous aurons donc les 
correspondances : 

A [=] S, B [=] S„ (1) 

et l'anticorrespondance : 

A [=^] B. 

Ces trois relations entraînent toujours, d'après les proprié- 
tés transitives de la correspondance de systèmes, la relation 
d'infériorité : 

Il résulte de cette dernière relation que des systèmes non 
correspondants A et B ont pour attributs numériques des 
nombre inégaux, comme nous l'avons déjà établi au théorème 
précédent, et comme cela est rappelé à l'énoncé de la réci- 
proque de la proposition. 

Les systèmes A et B n'étant pas correspondants, sont tou- 
jours liés par l'une ou l'autre des relations d'infériorité ou de 

supériorité : 

(?)A[<]B (r)A[>]B. 

Si les systèmes A et B, déjà liés à Sa et Sb par les relations 



LE NOMBRE 127 

(1), sont liés par la relation 0), il en résulte pour les mêmes 
raisons que ci-dessus, que S» et Sb sont liés par la relation d'in- 
fériorité : 

tandis que si A et B sont liés par la relation (y) les systèmes 
Sa et S^ sont liés par la relation de supériorité : 

c'est-à-dire que si deux systèmes non correspondants A et B, 
ont Tun et l'autre des attributs numériques, l'attribut a de A 
est plus petit ou plus grand que l'attribut ô de B, suivant que 
A est un système inférieur ou un système supérieur à B, ce 
qui démontre la dernière partie de la réciproque de la propo- 
sition. 

Remarque. — Si Ton fait usage d'une suite illimitée de 
nombres pour compter les éléments de deux systèmes non 
correspondants A et B, on voit que ces systèmes ont toujours 
des attributs numériques inégaux, et que l'attribut « de A est 
un nombre plus petit ou plus grand que l'attribut b de B, sui- 
vant que A est un système inférieur ou un système supérieur 
à B. 

Egalités et inégalités de systèmes. — Deux systèmes qui 
ont pour attributs numériques des nombres égaux sont dits 
des systèmes égaux. 

Deux systèmes qui ont pour attributs numériques des 
nombres inégaux sont dits des systèmes inégaux. 

Si deux systèmes A et B ont pour attributs numériques des 
nombres inégaux, A est dit un système plus petit que B ou un 
système plus grand que B, suivant que l'attribut numérique 
de A est plus petit ou plus grand que l'attribut numérique 
deB. 

L'égalité et l'inégalité de systèmes s'exprime comme l'éga- 
lité et l'inégalité de nombres, et elle s'écrit avec les mêmes 
signes. 



128 NOMBRE ET OPERATIONS ELEMENTAIRES DE L'ARITHMETIQUE 

Il en est de même des expressions plus petit et plus grand 
que^ qui s'énoncent et qui s'écrivent de la même façon, qu'elles 
s'appliquent à des systèmes ou à des nombres. 

Théorème VIII. — Deux systèmes quelconques A et B peu- 
vent toujours être considérés comme liés par l'une des rela- 
tions : 

A = B A<B A>B 

et chacune de ces relations est incompatible avec chacune des 
deux autres. 

Démonstration. — Nous avons vu qu'on peut toujours for- 
mer une suite de nombres telle que les éléments de deux 
systèmes A et B soient numérables à l'aide de cette suite. 11 
suffit, pour obtenir ce résultat, de se servir d'une suite illimi- 
tée ; mais n'anticipons pas sur la possibilité de former une , 
telle suite. 

Il suit de là que deux systèmes quelconques A et B, peu- 
vent toujours être regardés comme ayant des attributs numé- 
riques a et ô déterminés en comptant les éléments de ces deux 
systèmes au moyen d'une suite de nombres. 

Les attributs numériques de deux systèmes quelconques 
A et B, étant deux nombres, sont toujours égaux ou inégaux; 
ce qui s'exprime en disant que A et B sont toujours liés par 
l'une des relations : 

A = B A:^B 

et dans le cas où les attributs numériques de A et de B sont 
inégaux, l'attribut numérique de A est toujours plus petit ou 
plus grand que l'attribut numérique de B, ce qui s'exprime 
en disant que dans le cas où A et B sont liés par l'inégalité 
A =7^ B, ces deux systèmes sont toujours liés par l'une des 
relations : 

A<B A>B 

Ces propriétés de deux systèmes A et B peuvent s'exprimer 
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par une seule formule, en disant qu'ils sont toujours liés par 
Tune des relations. 

A = B A<B A>B. (1) 

Si Ton désigne par a et b les attributs numériques de A et 
de B, les relations (1) entraînent respectivement les relations 
incompatibles. 

a = b a(^b a^b. (!') 

Deux des relations (1) entraînant toujours deux des rela- 
tions (r), incompatibles entre elles, ne peuvent avoir lieu à la 
fois ; c'est-à-dire que chacune des relations (1) est incompa- 
tible avec chacune des deux autres. 

Ainsi se trouvent établies les deux parties du théorème 
VIII. 

Le sens conventionnel attribué aux expressions de sys- 
tèmes égaux, de système plus petit ou plus grandqu'un autre, 
nous permet d'énoncer les théorèmes V, VI, VII sous la forme 
du théorème suivant : 

Théorème IX. — Les relations d'égalité de systèmes : 

A = B A<B A>B 

entraînent respectivement les relations de correspondance. 

A[=]B A[<]B A[>]B 

entre deux systèmes quelconques A et B, et réciproquement. 

Réflexité, symétricité, transitivité de l'égalité de sys- 
tèmes. — Il résulte immédiatement du théorème précédent 
que l'égalité de systèmes est réflexe, symétrique et transitive 
comme la correspondance de systèmes. 

Toutes les autres relations de correspondance qui résultent 
des trois propriétés fondamentales de la correspondance de 
systèmes, subsistent avec la substitution du mot égal à celui 

SaNT£RRE. 9 
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de correspondant, et de plus petit ou plus grand à inférieur 
ou supérieur. 

IV 
NOMBRES ORDINAUX 



Une suite de nombres ne sert pas seulement à compter les 
éléments de tout système de phénomènes ou d'objets distincts 
les uns des autres. Elle sert en outre à définir le rang de tout 
phénomène a d'une suite S, par le caractère propre à ce phé- 
nomène, d'occuper dans la suite S le même rang qu'un certain 
nombre m dans la suite traditionnelle, pourvu toutefois que 
le terme a de la suite S ne soit pas de rang supérieur à tout 
terme de la suite de nombres dont on fait usage. 

Pour justifier cette définition du rang d'un terme a d'une 
suite S, nous montrerons tout d'abord que dans ces condi- 
tions, il existe toujours une identité de rang entre tout terme 
a d'une suite donnée de phénomènes et un terme m de la suite 
des nombres; mais qu'aucune identité de rang ne peut avoir 
lieu entre a et tout autre nombre n différent de m. 

Nous démontrerons ensuite que deux termes distincts a^ih 
d'une même suite S, ne peuvent être l'un et l'autre du même 
rang qu'un même terme m de la suite des nombres. 

La première de ces propositions résulte directement du 
théorème XXII que nous avons établi dans la première partie, 
en étudiant les relations de rang qui existent entre tout terme 
d'une suite et chacun des termes d'une autre suite. 

La seconde de ces propositions résulte de la transitivité de 
l'identité de rang, caries relations 




m 




m 



ne peuvent avoir lieu sans entraîner la relation 
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qui ne peut jamais avoir lieu entre deux termes a et b d'une 
même suite S. 

Les conventions de langage qui suivent, et qui sont consa- 
crées par Tusage, supposent essentiellement l'existence des 
deux propositions que nous venons d'établir. Elles permettent 
d'exprimer quel terme de la suite des nombres est de même 
rang qu'un terme a d'une suite donnée. 

Attribut ordinal d'un terme d'une suite. — Tout terme a 
d'une suite S qui est de même rang qu'un terme n de la suite 
des nombres, est dit le terme de n'^™® rang de la suite S, ou 
jg^ième ^g;.^^ (I9 la suite S. 

Cependant, le terme d'une suite S qui est de même rang 
que le terme initial de la suite des nombres, et qui est aussi 
le terme initial de la suite S, est dit le terme initial de S ou le 
pi^emier terme de la suite S. 

Le terme d'une suite S, qui succède immédiatement au 
terme initial, et qui est de même rang que le nombre deux de 
la suite des nombres, est dit indifféremment \q deuxième te?'me 
de la suite S ou le second terme de cette suite. 

Les mots premier, second^ et tout autre nombre que un 
suivi de la désinence « ièmey)^ sont dits des nombres ordinaux^ 
pour exprimer que les nombres ainsi modifiés, servent à dési- 
gner Tordre dans lequel les différents phénomènes d'une 
même suite se sont accomplis. 

Les nombres ordinaux prononcés, en commençant par pre- 
mier, puis, en continuant par second^ et ensuite par chacun 
des nombres suivi de la désinence ième^ dans leur ordre na- 
turel de succession, constituent une suite qu'on appelle la 
suite des nombres ordinaux. 

La dénomination de rû^"^^ qui s'applique à un terme a d'une 
suite S, s'appelle V attribut ordinal de ce terme. 

11 résulte immédiatement de ces définitions et des deux 
propositions qui justifient la raison d'être de ces définitions 
les conséquences suivantes : 
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1° L'attribut ordinal d'un élément a d'une suite S, définit 
une propriété de cet élément qui le distingue de tous les autres 
éléments de la même suite. 

En effet, si un terme a d'une suite S est le m^^"® terme de S, 
ce terme est, par définition, de même rang que le terme m de 
la suite des nombres ; et d'après les propositions précédentes, 
aucun autre terme de S n'est de même rang que le nombre 
m. Par conséquent, aucun autre terme de S n'est le m'^""^ terme 
de la suite S. 

2° Les éléments a et d de deux suites S et S' qui ont le 
même attribut ordinal, sont des éléments qui occupent le 
même rang dans chacune des deux suites S et S'. 

En effet, les éléments a et d des deux suites S et S' sont, par 
définition, liés l'un et l'autre à un même nombre m par les 
relations d'idenlUé de rang : 



a 




m 



a' 




m 



qui entraînent toujours Tidenlité de rang, 



a 




a' 



qui signifie que les termes» de S et a' de S' occupent le même 
rang dans chacune des suites S et S'. 

3*" Réciproquement, si un élément « de S et un élé- 
ment d de S' occupent le même rang dans chacune des 
suites S et S', ils ont l'un et l'autre le même attribut ordi- 
nal. 

En effet les éléments a de S et d de S' sont, par hypothèse, 
liés l'un à l'autre par l'identité de rang: 



a 




a' 



.(1) 



Les termes a et d sont toujours respectivement liés à des 
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nombres m et m! (sauf la restriction spécifiée ci-dessus) par 
les relations : 



a 


r 






a' 


r 



m 



m' 



(2) 
(3) 



La transitivité des identités (1) et (2) entraîne l'identité de 
rang : 

/ I r 

m 



a 





La relation a _^ m exprime que l'élément a de S est le 




^^^ume jgpjj^g (jg g^ tandis que la relation a' m exprime que 



a' est le m'^"® terme de S'. Les deux éléments a de S et «' de S' 
ont donc le même attribut ordinal. 

Nombre cardiîsal. — L'expression de nombre ordinal est 
employée par opposition à celle de nombre cardinal. Cette 
dernière expression, qui s'applique à tout mot qui désigne un 
nombre, signifie que le nombre cardinal est la forme princi- 
pale de l'idée de nombre, d'où l'on déduit les autres formes de 
cette même idée. 

Attribut ordinal d'un terme de la suite des nombres. 
— Tout terme m de la suite des nombres, constituant avec 
lui-même une identité réflexe de rang, on pourra exprimer 
ce fait dans le langage que nous venons d'adopter, en disant 
que tout nombre m est le m'^"^ terme de la suite des nom- 
bres. 

Ordre de succession des attributs ordinaux de deux 
termes consécutifs d'une MEME SUITE. — Nous avous établj 
dans le théorème XXVll de la première partie que si un élé^ 
ment a d'une suite S est lié à Télément a' d'une suite S' par ^ 
l'identité de rang ; 



a 




a' 
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rélément A de S qui suit immédiatement Télément a^ et Télé- 
ment // de S' qui suit immédiatement /y, sont toujours liésTun 
à l'autre par Tidentité de rang : 



b' 



En appliquant cette proposition à un terme a d'une suite S, 
et au nombre m d'où est tiré Taltribut ordinal de «, on en 
déduit que l'identité de rang : 



a 



r 



m 



qui a lieu, par hypothèse, entre « et m entraîne l'identité 



r 



n 



entre le terme b qui suit immédiatement a dans la suite S, et 
le nombre 7i qui suit immédiatement m. 

Ceci peut s'exprimer dans le langage conventionnel que 
nous avons adopté, sous la forme suivante : 

Théorème IX. — Si un terme a d'une suite S a un attribut 
ordinal tiré du nombre m, le terme suivant 6 de S a un 
attribut numérique tiré du nombre n qui suit immédiatement 
le nombre m. 

Manière usuelle de déterminer les attributs ordinaux 

DES différents TERMES d'uNE MÊME SUITE. Il résult© du 

théorème IX, que si Ton connaît l'attribut ordinal d'un terme 
a d'une suite S, l'attribut ordinal du terme suivant ô de S 
pourra être déterminé en choisissant le nombre ordinal qui 
suit imrpiédiatement Tattribut ordinal de a. 

Nous nous serV;irons de cette propriété des attributs ordi^ 
naux de deux termes consécutifs d'une suite pour déte'rminet 
les attributs ordinaux de tous les termes d'une suite en dési- 
gnant son terme initial par l'appellation de premier terme^ le 
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suivant par rappellation de second terme, le subséquent par 
Tappellation de troisième terme, et chacun des suivants dans 
Tordre où ils se succèdent, par Tappellation du nombre ordi- 
nal qui suit immédiatement le nombre ordinal qui constitue 
Tattribut ordinal du terme précédent de S. 

On parviendra parce procédé, à dénommer par un attribut 
ordinal tous les nombres qui ne seront pas de rang supérieur 
à tout terme de la suite des nombres, c'est-à-dire que si on se 
sert d'une suite de nombres de n termes, on ne pourra déter- 
miner que les attributs ordinaux des n premiers termes de la 
suite S. Les autres termes de la suite S n'ont pas d'attributs 
numériques. 

Remarque. — Il faot remarquer que si Ton fait usage d'une 
suite illimitée de nombres, tant pour compter les éléments 
d'un système que pour former l'attribut ordinal de tout terme 
d'une suite, on pourra toujours, sans aucune des restrictions 
imposées précédemment, trouver un attribut ordinal pour tout 
terme d'une suite S, en suivant le procédé que nous venons 
d'indiquer. 



CHAPITRE II 

OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES SUR LES NOMBRES 



SOMMES DE NOMBRES 

Définition d'une somme de nombres. — Lorsque chacun 
des termes d'une somme désigne un nombre, cette somme 
s'appelle une somme de nombres ; et elle sert à désigner con- 
ventionnellement un autre nombre que Ton déduit des pré- 
cédents par un procédé univoque. ^ 

La somme a -h b de deux nombres a et b sert à désigner 
le dernier des b premiers nombres qui suivent a dans la 
suite traditionnelle, ce qui peut encore s'exprimer en disant 
que a+ b désigne le b'^""^ nombre qui suit a dans la suite tra- 
ditionnelle. 

La somme des nombres : 

a 

sert à désigner le même nombre que là somme : 

{a-\-b)-+-c 

et ainsi de suite, comme pour les systèmes totaux, une somme 
d'un nombre quelconque de nombres f 

a-{- b-\- €-+- ,,.-\- d-{- e 
désigne le même nombre que la somme : 

ce qui fixe de proche en proche le sens conventionnel d'une 
somme quelconque de nombres. 
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Il résulte de cette définition qu'une somme a-\- f) de deux 
nombres désigne le nombre qui occupe dans la suite des 
nombres le même rang que le dernier terme d'une suite de 
paroles formée par la répétition de la suite des nombres de 
un à a suivie de la répétition de la suite des nombres de un 
à b. 

Dans tout système de numération dont le premier terme 
s'appelle un la somme (a 4- 1) des deux nombres a et un dé- 
signe le nombre qui suit immédiatement a. 

Addition. — Trouver le nombre désigné par la somme 
(a + b) de deux nombres a et 6, s'appelle ajouter le nombre 
/; au nombre a ; et l'opération effectuée pour trouver ce nom- 
bre s'appelle une addilion. 

Pour ajouter le nombre h au nombre «, on associe d'abord 
le nombre qui suit au premier terme de la suite des nom- 
bres ; et lorsqu'on a constitué ce couple, on en constitue un 
autre, en associant l'un à l'autre chacun des nombres qui 
suivent immédiatement les éléments du couple précédent. 

On continue à constituer l'un après l'autre des couples for- 
més chacun par les deux nombres qui suivent immédiatement 
chacun des deux nombres du couple précédent. 

On fait ainsi succéder un couple à un autre, jusqu'à ce 
qu'on ait associé un nombre s au dernier terme de la suite 
des b premiers nombres, ou jusqu'à ce que l'on ait associé le 
dernier terme de la suite des nombres à l'un des termes de la 
suite des b premiers nombres, antérieur au nombre /;. 

Dans un cas, c'est-à^ire si Ton parvient à introduire suc- 
cessivement dans la composition de ces couples tous les ter- 
mes de la suite des b premiers nombres, le nombre s^ associé 
au dernier terme b de la suite des b premiers nombres, est la 
somme (a + ô), c'est-à-dire le résultat de l'addition du nom- 
bre b au nombre a. 

En effet, d'après leur mode de génération, les couples éta- 
blis constituent un système complet de correspondance entre 



138 NOMBUE ET OPEKATIONS ELEMEiNTAIUES DE L'ARITHMETIQUE 

deux systèmes : l'un formé par les nombres qui sont 
postérieurs au nombre donné a et qui ne sont pas posté- 
rieurs au nombre trouvé s^ Tautre formé par les b premiers 
nombres. 

II résulte de la correspondance établie entre ces deux sys- 
tèmes, et de la définition du nombre d'éléments d'un système, 
que les éléments de la suite partielle des nombres qui com- 
mence immédiatement après a pour finir à s constituent un 
système de b nombres. 

Le nombre -y qui d'après le mode de génération des asso- 
ciations successives, est le dernier terme de ce système de b 
nombres, est donc le dernier des b premiers nombres qui 
suivent a. 

Le nombre s est donc par définition la somme [a + b) des 
deux nombres a et b. 

Dans ce cas, le nombre des termes qui suivent a dans la 
suite traditionnelle adoptée n'est jamais inférieur à b. 

Le nombre s que l'on obtient par ce procédé est dit le résul- 
tat de l'addition de a et de b. 

Dans l'autre cas, c'est-à-dire si le procédé d'addition nous 
conduite associer le dernier terme de la suite des nombres à 
un terme de la suite des b premiers nombres, antérieur à é, 
on ne trouvera jamais de nombre qui soit la somme [a + b) 
des deux nombres a et b. 

L'opération de l'addition des deux nombres « et A ne don- 
nera donc pas de résultat; ce qui est conforme à la vérité. 

En effet, le nombre des termes qui suivent a dans la suite 
traditionnelle est inférieur à b\ aucun des nombres de cette 
suite partielle ne sera donc le A'^""® nombre qui suit a ; et par 
conséquent, il n'y aura dans ce cas aucun nombre qui soit 
désigné par la somme [à + b). 

Le procédé d'addition dont nous nous sommes servis pour 
trouver la somme [a + b) de deux nombres ne nous donnera 
jamais qu'un seul nombre, car le nombre ainsi trouvé est le 
ô'"""* nombre qui suit a ; et, d'après la définition de Tattribut 
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ordinal, un seul terme d'une suite peut être le b'^"^^ terme de 
cette suite. 

Remarque . — Si Ton fait usage pour les différentes opérations 
de Tarithmétique d'une suite illimitée de nombres, il y a tou- 
jours un nombre de cette suite qui est la somme [a + b) de 
deux nombres a et 6; et le procédé d'addition que nous venons 
de décrire nous permettra toujours de trouver ce nombre. 

Univocité de l'addition des nombres. — Le procédé de 
l'addition est univoque, c'est-à-dire qu'il donne le même 
nombre pour une somme a + ^ et pour tout autre somme 
a' 4- b\ constituées l'une et l'autre par des nombres respecti- 
vement égaux rangés dans le même ordre. 

En effet, on ne peut trouver par ce procédé de l'addition 
qu'un seul nombres pour la somme a -^ A, et un seul nombre 
s' pour la somme 2' + b'. 

Or, des égalités : 



a^=a 



qui lient, par hypothèse, les termes des sommes « + A et 
a' + b\ il résulte que les nombres s et s' qui sont, l'un le 
6'^""^ nombre qui suit a, l'autre le A'^"^ nombre qui suit «Vsont 
l'un et l'autre le /^'^™° terme qui suit a. 

Or, il a été établi comme conséquence première de la défi- 
nition de l'attribut ordinal, qu'un seul terme est le 6'^"^ terme 
de la suite partielle formée par les nombres qui suivent un 
nombre a. 

Le nombre s et le nombre 6' qui sont l'un et l'autre le i'^"" 
terme de cette suite désignent donc le même nombre, c'est-à- 
dire qu'on a : 

5 =:= .S' . 

Les nombres s et s' trouvés en additionnant le nombre b au 
nombre a et le nombre // au nombre a\ sont donc aussi des 
nombres égaux. 
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On peut exprimer cette propriété de l'addition des nombres 
sous la forme suivante : 

Théorème X. — L'addition d'un même nombre à des 
nombres égaux entre eux donne des résultats égaux. 

Rema^rque. — Il faut remarquer que la somme a -{- b de 
deux nombres ne peut avoir de signification que si la suite 
dont on se sert a au moins b termes après le nombre a. 

Si cette condition n'est pas remplie, le procédé d'addition 
ne donne aucun nombre pour la somme a + b. 

Toute restriction disparaît, si l'on fait usage d'une suite illi- 
mitée de nombres. 

ASSOCIATIVITÉ DE l'aDDITION DES NOMBRES. NoUS allonS 

démontrer que l'égalité : 

a+ (6 + c)= (a+ b) +c (1) 

est vraie quels que soient les nombres désignés par a, d, r, 
ce qui s'exprime en disant que la somme est associative. 
L'égalité (1) est vraie pour c = 1 . 

On a : 

«+ (6 + 1) = [a + é) -+- 1 (2) 

Kn effet, a -\-b ^%i le ô'^""^ nombre qui suit a^ a-\- [b '\- \) 
est le {b + 1)*^"^ nombre qui suit a. 

Donc a -\- {b -\-\) est le nombre qui suit a -\- b\ [a -\- b) 
-+- l désigne aussi le nombre qui suit a-{- b. 

Donc, a + {b -+- i) et {a -j- b) -+- 1 désignent le même 
nombre, ce qui s'exprime par l'égalité : 

L'égalité (2) est donc vraie. 

Admettons que l'égalité (1) soit vraie pour c ^ w, ce qui 
s'exprime : 

a -h {b -+-n) = {a -\- b)-+- n. (3) 

Je vais montrer qu'elle subsiste pour c z=z n + l. 
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En effet, on vérifie que les égalités : 

a-h[b-h{n-hi)]=a i- [(A + n) + lj = [a+ (i+n)]+ 1 = 

[(a + é)+n] + l = (a + 6) + (n + i) 

sont vérifiées, car le premier terme désigne le même nombre 
que le second, en vertu de (2); de même pour le second et le 
troisième, en vertu de (2) ; de même pour le troisième et le 
quatrième, en vertu de (3} ; de même pour le quatrième et le 
cinquième, en vertu de (2). 
Donc, on a : 

a-+-[b-\-{n-\- 1)] ={a-hb) +{n + 1). 

ce qui exprime que l'égalité a+ {b-h c) = (a + 6) + c vraie 
pour c =n, est vraie pour c = ?i + 1 . 

Vraie pour c = 1, elle est vraie par cela même pour c = 1 
+ 1=2, pour c =2 + 1=3, pour c = 3 + 1 =4 etc. , elle 
est vraie quel que soit c. 

Remarque. — Comme les deux termes de l'équation (2) dési- 
gnent le même nombre, et que l'un d'eux (a+ b) + c désigne, 
par définition, le même nombre que a-{- b -+-c^ il résulte de la 
transilivité de l'égalité, que Ton a, en supprimant les paren- 
thèses, 

a + b + c = {a-hb)-i-c = a-h{b-+-c). . (2a) 

Généralisation de la loi d'association. — Nous générali- 
sons la relation (2a) en retendant à l'égalité des deux sommes 
de nombres : 

«H- .... +6+ c + t/+/+...+^ = a + ... + é + 

(c + dj +/•+... +^. [2b) 

On a Tégalité : 

a+...+6 + c + d + /+... + gr = [(a-f ...4-6)4-c+rf] 

+ /+... +^ (1) 

parce que les deux termes de Tégalité sont, par définition, des 
expressions équivalentes du même nombre. 
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D'autre part, on a, d'après l'égalité (2a) : 

(a+ ... + 6) + c + rf = (a + ... + é) + (c + d). (2) 

Il vient donc, en remplaçant dans le second membre de 
Tégalité (1) la partie entre parenthèses par le second membre 
de l'égalité (2), qui désignent l'un et l'autre le même nombre, 

c'est-à-dire, qu'au lieu d'additionner successivement deux 
termes consécutifs d'une somme de nombres au résultat de 
l'addition des termes précédents, on peut toujours faire 
d'abord l'addition des deux termes consécutifs et ajouter le 
résultat à la somme des termes précédents. 

Quand on a associé deux termes consécutifs c et rf d'une 
somme de nombres, on peut associer à cette somme de deux 
termes le terme suivant / pour former la somnie c + rf -4- /*, 
c'est-à-dire, qu'au lieu d'additionner successivement deux 
termes consécutifs quelconques de la somme au résultat de 
Taddition des termes précédents, on peut d'abord faire la 
somme de ces deux termes consécutifs, et ajouter ensuite le 
nombre trouvé au résultat de l'addition des termes précé- 
dents. 

Quand on a ainsi associé Tun à l'autre deux termes consé- 
cutifs c et f/, la somme (c + d) ne figure plus dans la somme 
générale que pour un seul terme [c -f- d) qu'on peut associer 
au terme suivant /pour former le nombre [{c 4- d) -f- /] qui 
s'énonce ( c-\- d-\-f) et que Ton peut substituer aux additions 
successives des nombres c, d et / indiquées dans la somme 
avant l'association de ces trois termes consécutifs. 

On peut continuer à associer ainsi aux termes précédents, 
le terme qui suil immédiatement le dernier des nombres pré- 
cédemment associés, sans changer le nombre désigné par la 
somme générale. 

11 en résulte qu'en continuant ainsi, on pourra associer un 
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nombre quelconque de termes consécutifs d'une somme de 
nombres, sans changer le résultat de cette somme. 

COMMUTATIVITÉ DE l'aDDITION DES NOMBRES. Sî Tégalité 

tf + 1 = 1 4- a est vraie quand a désigne un nombre w, elle 
est vraie quand a désigne le nombre suivant n-\-\. 
On a par hypothèse : 

w+l = l + n. (4) 

On peut vérifier que les égalités 

(n + 1)+ 1 -= (1 + n) + 1 = H-(/i + 1) 

sont vraies, en vertu des égalités (4) et (2). 
11 en résulte que Ton a : 

ce qui exprime que si Tégalité 

a -j- 1 = 1 + a (5) 

est vraie pour a = w, elle est vraie pour a = ;2 -+ 1. 

Comme elle est vraie pour a == 1, il en résulte que Tégalité 

(5) est vraie quel que soit le nombre désigné par a. 

Si r égalité : 

a + ô = 6 + a (6) 

est vraie pour 

b = n, 

on a : 

a'-\-n = n-\-a (7) 

et en vertu de (2) et de (7), on a : 

« + (^ + i) = (a + ^) + 1 =• (^ + «) + i = w + (û + i) = 'i 

(l + a) = (n+l)+a. 



Il en résulte que si l'égalité (6) est vraie pour è = n, elle est 
vraie pour ô = w + 1. 

Comme elle est vraie pour ô = 1 , il en résulte qu'elle est 
vraie quel que soit le nombre désigné par b et aussi par a. 
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On exprime ce théorème en disant que la somme « + ô est 
commutative. 

Généralisation de la commutativité des termes d'une somme 
DE NOMBRES. — 1*^ Lcs deux termes extrêmes .r et y d'une 
somme de trois nombres y + m + y peuvent être permutés 
sans changer le résultat de l'addition des trois termes de 
cette somme, c'est-à-dire qu'on a l'égalité : 

x-{-m-^y=i/-i-m-+-x (1) 

car, d'après les propositions précédentes, on a successivement 

les égalités : 

x-\- m+y=^+ (wî + y) 
= (wi + y) + ^ 
= (y + mX+a: 
= y + m-{-x 

2° Le premier et le dernier terme d'une somme de nombres 
peuvent être permutés sans changer le résultat de la somme, 
c'est-à-dire qu'on a l'égalité : 

x+a+.. + 6+y-=y + a + ..+6 + .r (2) 

car les deux membres de cette égalité constituent des expres- 
sions respectivement équivalentes aux sommes de trois 
nombres : 

5: + (a-f- .. +6)4-y , y-f (a+ .. -f-6) +5: 

ne différant l'une de l'autre que par la permutation des 
termes extrêmes; ce qui ne change pas le nombre représenté 
par ces sommes. 

3° Deux termes quelconques x et y d'une somme : 

a-h..-hb-hx + c + ., + d+y + f+., + g (3) 

constituée par n'importe quelle succession de nombres, peu- 
vent être permutés sans changer le résultat de la somme, car 
d'après l'alinéa 2*^ on a Tégalilé : 

ip + c+..-+-c? + y = y-|-c-|--.+rf+ar. 
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Il en résulte d'après runivocité de Taddition (théorème X) 
que Ton a l'égalité : 

« 

(a + ..+6)+(.r + c + .. + rf+y) + (/+..-|-^) = 

d'où, en vertu de l'associa tivité, on déduit l'égalité : 

a-|-.. + 6 + y + C-4-.. -|-rf+ 5: + /+.. f-g^ 

qui établit que la somme (3), désigne le même nombre qu'une 
autre somme qui ne diffère de (3) que par la permutation de 
deux termes quelconques j^ et y. 

4*^ On peut donc amener tout terme d'une somme quel- 
conque de nombres, à occuper dans cette somme le rang 
occupé partout autre terme de la somme, ce qui permet de 
ranger les différents termes d'une soiïxme quelconque de 
nombres dans n'importe quel ordre, sans changer le nombre 
désigné par la somme. 

UnIVOCITÉ, COMMUTATIVITÉ, ASSOCIATIVITE DE l'aDDITION DES 

>oMBREs. — Les relations d'égalité que nous venons d'établir 
entre des sommes formées respectivement par les mêmes 
nombres rangés dans un ordre différent ou associés les uns 
aux autres de différente^ façons s'expriment brièvement en 
disant que l'addition des nombres est univoçue^ commutative 
et associative. 

Relations entre une somme et ses différentes parties. 
Théorème XI. — Toute somme de nombres est plus grande 
que chacune de ses parties. 

En effet, lorsque la somme a -\- b définit un nombre s, ce 
nombre est le dernier des b premiers nombres qui suivent a. 
11 est donc, par définition, postérieur à «5 et le nombre a + é 
postérieur à a est, par définition, plus grand que a. 

Lorsque l'expression a+ ô définit un nombre ^^ le système 
S*, constitué par les b premiers nombres qui suivent a^ est un 

Santerre. iO 
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système partiel du système S^ constitué par les a premiers 
nombres et par les b nombres qui suivent a. 

Il résulte immédiatement de la réflexité de la correspon- 
dance de systèmes, qu'on a rantériorilé. 

S; [ < ]S, 

Le nombre b qui est, par définition, l'attribut numérique de 
S* est donc inférieur au nombre .v, qui est Tattribut numé- 
rique de Ss comme nous l'avons démontré au théorème VII, 
en établissant Féquivalence de désignations de systèmes cor- 
respondants ou de systèmes égaux. On a donc toujours Tiné- 

galité, 

b(^$ 

On en déduit qu'entre le nombre b et la somme a + ô défi- 
nie par l'équivalence de désignations, 

on a la relation de minorité 

toutes les fois que la somme a-^b de deux nombres désigne 
un nombre s. 

On voit facilement comment on peut étendre cette démons- 
tration à une somme constituée par un nombre quelconque 
de parties. 

En effet, si le théorème XI est vrai pour une somme : 

âj-f-ô4-..+c (1) 

il est vrai pour la somme : 

a-j-6+..+c-|-c/ (2) 

constituée par les mêmes termes que la somme (1) et par un 
autre terme il. 
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En effet, la somme (2) peut être désignée par l'expi*ession 
algébrique équivalente : ; 

qui est une somme de deux nombres : 

(a+6+.. +0 et d. 

La somme (2) est, d'après la démonstration précédente, 
plus grande que la partie d de cette somme. 

La somme (2) est aussi plus grande que la partie (a -|- é... 
-|- c) de cette somme. 

On a donc : 

« + 6 + .. + c + d>a+ô+.. + c. (3) 

Mais on a par hypothèse la majorité numérique : 

a+ô + . + ^>^ (4) 

dans laquelle x désigne tout élément de la somme (1). 

Il résulte des relations (3) et (4), d'après les propriétés 
dérivées de la transîtivité des égalités de nombres, que Ton a 
la relation : 

La somme (2) est donc plus grande que chacune des par- 
lies de cette somme. 

Le théorème XI, vrai pour une somme de deux nombres, 
est donc vrai pour une somme de trois nombres ; et il est 
vrai de proche en proche pour une somme quelconque de 
nombres. 



Théorème XIL — Si un nombre b est plus petit qu'un 
nombre a, on peut toujours trouver un nombre d tel que la 
somme b -\- d soit égale à a. 

En effet, lorsqu'un nombre b est plus petit qu'un nombre a 
le nombre b précède, par définition, le nombre a dans la 
suite adoptée comme système de numération. 
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Tout nombre x qui précède b précède a, car on a, par 
hypothèse, les antériorités de paroles : 

.r«6 et i«a 

qui, d'après la transitivité de l'antériorité de paroles, 
entraînent toujours la relation : 

Le nombre b partage la suite des a premiers nombres en 
deux parties formées : Tune par la suite des b premiers 
nombres, et Tautre par les nombres qui suivent b. 

Chacun des b premiers nombres fait partie de la suite des 
a premiers nombres, puisque le nombre b précède, par hypo- 
thèse, le nombre a, et que tout autre terme de la suite des b 
premiers nombres précède a. 

Le système Sa des a premiers nombres n'est pas constitué 
seulement par les b premiers nombres, puisque le nombre a, 
postérieur à b, fait partie de Sa, qui est formé en outre par les 
nombres, intermédiaires à « et à 6, s'il en existe. 

Les éléments de Sa qui ne font pas partie des b premiers 
nombres constituent donc un système S partiel du système Sa • 

Un système S étant toujours correspondant à lui-même, on 
pourra établir un système complet de correspondance entre 
les éléments de S et les éléments de la partie du système S» 
constitué par les éléments de S, ce qui s'exprime en disant 
que S est lié à Sa par la relation d'infériorité, 

S[<]Sa. 

Le système S étant inférieur au système S» constitué par 
les a premiers nombres, il résulte du théorème XX de la 
première partie qu'on peut toujours trouver dans la suite des 
a premiers nombres, un terme d et un seul tel que les d pre- 
miers nombres constituent un système Sa correspondant à S. 

Le nombre d ainsi trouvé est, par définition, l'attribut 
numérique du système S. 
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Les termes de la partie de la suite des a premiers nombres, 
formée par les nombres de cette suite, postérieurs à d, cons- 
tituent le système S. 

Cette partie de la suite des a premiers nombres est donc 
une suite de d termes. 

Il en résulte qu'elle est formée par les d premiers nombres 
qui suivent b\ et le nombre a qui est le dernier de ces d 
nombres est, par définition, désigué par la somme b -\- d. 

Lorsqu'un nombre b est plus petit qu'un nombre a, on 
peut donc toujours trouver un nombre d tel que Ton ait Téga- 
lité, 

Autre manière de définir les relations de minorité et 

DE MAJORITÉ ENTRE DEUX NOMBRES INÉGAUX. 11 réSUltC 

immédiatement des deux théorèmes précédents que la rela- 
tion de minorité de deux nombres 

6<a (i) 

qui existe entre deux nombres a et è telle que nous Tavons 
définie entraîne toujours Tégalité 

6 + rf=a. (2) 

et que réciproquement Tégalité (2) entraîne toujours l'éga- 
lité (1), c'est-à-dire que si un nombre b est plus petit qu'un 
nombre a, on peut toujours trouver un nombre d qui vérifie 
l'égalité (2) , et que si on peut trouver un nombre rfqui vérifie 
l'égalité (2) le nombre b est plus petit que a, 

La minorité d'un nombre b sur un nombre a pourra donc 
se définir, en disant que a^i b sont des nombres tels qu'on 
puisse toujours trouver un nombre d qui vérifie l'égalité (2). 

On voit de même que la majorité d'un nombre b sur un 
nombre a^ peut être définie par la possibilité de trouver un 
nombre qui vérifie l'égalité 

a + d^b (3) 
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^ Relations d'égalité knthe deux sommes de nombres. — Si 
deux nombres sont différenls, Tua d'eux b est plus petit que 
Tautre a. Dans ce cas, on pourra toujours trouver, comme 
nous venons de le démontrer, un nombre d tel que : 

b-\-d=a. 

Il en résulte, d'après Tunivocité de Taddition, que Ton a 
l'égalité 

r (à-hd) -f c = a-{-c 

quel que soit le nombre choisi pour c, pourvu toutefois que le 
nombre a soit suivi par c autres nombres dans le système de 
numération choisi. 

On en déduit, d'après Tassociativité de Taddition 

{b-\-c)-\- d={a + c). 

Or, il résulte du mode de formation d'une somme, que Ite 
nombre {b -h c) -{- d ou [a -\-'c) est plus grand que [b + c), 
ce qui peut s'énoncer ainsi : 

Théorème Xlll. — Un même nombre ajouté à des nombres, 
différents donne des résultats différents. 

Jl résulte encore de l'univocité de l'addition des nombres 
^ue l'égalité : 
I h-{-d = a 

établie ci-dessus, entraîne : 

c -\-{b-\-d)=c-\-a, 

d'où il résulte, d'après rassocialivité de l'addilion : 

(c+6) + <i=:(c-}-a) 

et, d'après le théorème X, l'inégalité : 
^t peut s'énoncer : 
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Théorème XIV. — Des nombres différents, ajoutés à \m 
même nombre, donnent des résultats différents. 
; On déduit de ce théorème la proposition suivante, impor- 
tante pour la théorie de la soustraction et des autres opéra- 
tions arithmétiques. 

Théorème XV. — Deux nombres qui, ajoutés chacun à un 
même nombre donnent des résultats identiques, doivent être 
identiques. 

Car si ces deux nombres n'étaient pas identiques, l'addition 
de chacun d'eux à un même nombre devrait donner, d'après 
le théorème XIV, des résultats différents^ ce qui serait incom- 
patible avec l'hypothèse du théorème XV. 






II 

PROPRIÉTÉS DES SOMMES DE SYSTÈMES 

Relations d'égalité et d'inégalité entre deux sommes de 
SYSTÈMES. — Plusieurs ensembles A, B,..., C de phénomènes, 
d'objets, d'êtres réels ou fictifs, distincts les uns des autres, 
constituent un nouvel ensemble T formé par tous les élé- 
ments de A, B,..., C, et que nous avons appelé le système 
total des systèmes partiels A, B..., C. 

Nous avons défini, dans la première partie de ce travail, 
l'addition des ensembles de phénomènes, d'objets, etc., c'est- 
à-dire la somme de systèmes. Nous avons aussi établi une 
partie des propriétés de ces sommes. 

Dans la deuxième partie, nous avons défini l'égalité et 
l'inégalité de deux ensembles. Nous avons en outre établi les 
propriétés de ces ensembles qui résultent de la définition de 
leur égalité. 

Il nous reste maintenant à établir les relations d'égalité ou 
d'inégalité qui existent, soit entre les systèmes partiels d'une 
somme de systèmes et cette somme, soit entre deux sommes 
de systèmes, et qui résultent directement des propositions 
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que nous venons d'établir entre les sommes de nombres. 
On voit que le procédé d'association dont on se sert pour 

• • • 

établir la somme de deux ensembles A et B, est univoque ; 
c'est-à-dire que si deux ensembles A' et B' sont liés respecti- 
vement aux ensembles A et B par les égalités : 

A = A' B = B' 

il en résulte toujours qu'on a entre les sommes A -|- B ^t 
A' + B' l'égalité : 

A+B = A'-|-B. 

En effet, on a vu que, des égalités de systèmes : 

A=A etB = B' 

il résulte toujours les correspondances : 

A [=] A' et B f =] B'. 

De ces deux dernières relations, on tire la correspondance : 

A + B[=]A+B', 

d'où Ton déduit l'égalité : 

A + B=A' + B. 

On voit de même que Téquivalence de désignations : 

A+B<>B + A 

établie dans la première partie, entraîne la correspondance : 

A + B[=]B + A, 

et de cette correspondance, résulte Tégalité : 

A + B=B + A. 

quels que soient les systèmes A et B, pourvu que leur 
somme soit numérable. • 
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On voit par le même procédé qu'on a l'égalité : 

A+(B + G) = (A+B) + C, 

quels que soient les systèmes désignés par A, B, C : car de 
Féquivalence des désignations : 

A4-(B+C)<>(A + B) + C 

établie dans la première partie, on déduit successivement la 
correspondance : 

A + (B + C)H](A + B) + G, 

et finalement l'égalité : 

A + (B+C) = (A+B) + C 

pourvu que le système défini par les désignations équiva- 
lentes des deux membres de cette égalité soit numérable. 

TInivocité, commutativité, associativité de l'addition dés 
ENSEMBLES d'objets DISTINCTS. — Ccs trois proposilious ne 
sont que des extensions des propriétés des nombres aux 
ensembles d'objets distincts. 

Elles expriment que la somme d'ensembles d'objets dis- 
tincts est univoque, commutative et associative, comme la 
somme de nombres. 

On pourra de même étendre à des ensembles d'objets les 
théorèmes, de X à XVI, qui expriment des propriétés rela- 
tives à des nombres. 

En effet, il résulte de l'univocité de la somme de systèmes 
la proposition suivante : 

Théorème X bis. -r- L'addition d'un même svstème à des 
systèmes égaux entre eux, donne des systèmes égaux, et l'ad- 
dition de deux systèmes égaux entre eux à un même système, 
donne aussi des systèmes égaux. 

Une somme de deux ensembles quelconques A etB désigne 
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le sjstème total constitué par les éléments de A et de B. On 
a donc les infériorités de systèmes : 

• A[<JA+B B[<]A+B. 

D'où il résulte : 

A<A + B B<A+B 

ce qui s'exprime ainsi : 

Théorème XI bk, — Toute somme d'ensembles est plus 
grande que chacune de ses parties. 

Théorème XII hïs. — Si un système B est plus petit qu'un 
système A, on peut toujours trouver un système D tel que la 
somme B + D soit égale à A. 

En effet, on a par hypothèse l'inégalité de systèmes : 

B<A, 

d'où l'on déduit l'infériorité de système : 

R[<]A. 

On peut toujours trouver, comme nous l'avons établi, un 
système D tel que l'on ait la correspondance : 



B + D[=]A. 



Il en résulte l'égalité : 



B + D = A 



ce qui établit la proposition. 

Théorème XIII bis. — Un môme système ajouté à des sys- 
tèmes inégaux, donne des systèmes inégaux. 



Théorème XIV b'is, — Des systèmes inégaux ajoutés à un 
même système, donnent des systèmes inégaux. 
• En eflet, étant donnée Fhypolhèse que deux systèmes sont 
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inégaux, il résulte du théorème VIII que Tun d'eux B est plus 
petit que l'autre A, ce qui s'exprime par l'inégalité : 

B<A 

qui entraîne l'infériorité de systèmes : 

B[<]A. 

Or, nous avons vu dans la première partie que, dans ces 
conditions, on peut toujours trouver un système D tel que l'on 
ait la correspondance : 

B + D[=]A, 

d'où il résulte : 

B + D = A. 

Si Ton choisit un nombre quelconque X, on a, d'après le 
théorème X bis : 

(B + D) + X = A + X, 

d'où : 

(B + X)+D = A + X, 

d'où: 

, (X + B)+D = (X + A), 

il en résulte : 

B + X<A + X 

X-|-B<X + A. 

Ce qui établit les deux théorèmes XIII bis et XIV bis. 

Théorème XV bis. — Deux systèmes qui ajoutés chacun à 
un même système donnent des résultats égaux, doivent être 
égaux . 

Car si ces deux systèmes n'étaient pas égaux, l'addition 
de chacun d'eux à un même système devrait donner, d'après 
le théorème XIV bis, des résultats inégaux, ce qui serait 
incompatible avec l'hypothèse du théorème XV bis. 

Ainsi la dernière relation d'égalité ou d'inégalité que nous 
ayons établie entre des nombres ou des sommes de nombres, 



156 NOMBRE ET OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES DE L'ARITHMÉTIQUE 

se trouve-t-elle étendue, comme toutes les autres, à des en- 
sembles d'objets distincts. 

Bases sur lesquelles reposent les propriétés des nombres 
ET des ensembles. — Toutcs les propriétés des nombres sont 
démontrées en se fondant sur les définitions que nous avons 
adoptées pour Tégalité et pour l'addition. 

Ces propriétés du nombre reposent uniquement sur les dix- 
huit principes tirés de l'observation psychologique que nous 
avons établis, dans la première partie de ce travail, pour ser- 
vir de base à la théorie des suites de paroles. 

Les propriétés des ensembles d'objets distincts qui repo- 
sent sur les mêmes principes que les propriétés des nombres, 
sont fondées en outre sur le concept de la permanence des 
objets introduit dans la représentation du monde extérieur et 
sur les lois expérimentales qui servent de base à cette concep- 
tion. 

m 

CONCEPTION SÉCULAIRE DE LA SOMME DE NOMBRES 

Accord entre la conception séculaire et la définition 
moderne de la somme de nombres. — La démonstration des 
propriétés du nombre et des sommes de nombres que nous 
venons d'établir, repose sur la définition que nous avons 
choisie de Tégalité et de la somme des nombres. 

Les propriétés ainsi établies sont déduites des définitions 
adoptées. 

11 reste à prouver que ces définitions s'accordent avec celles 
qui nous sont transmises par la tradition séculaire. Le 
nombre, d'après renseignement traditionnel était l'attribut 
numérique des ensembles de phénomènes, d'objets ou d'êtres 
distincts les uns des autres et extérieurs à nous ; et la somme 
de deux nombres a et b était Tattribut numérique du système 
total de deux systèmes A etB constitués respectivement par « 
et b éléments. Le nombre défini comme un attribut numé- 
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rique d'un ensemble d'objets est encore un nombre, comme 
ceux dont nous avons défini l'égalité. 

La somme de deux nombres a et 6, définie comme l'attribut 
numérique de la somme de deux ensembles Aa et Bb, consti- 
tués respectivement par a ^X. b éléments, concorde avec la 
somme antérieurement définie de deux nombres, car il résulte 
des propriétés établies pour les nombres elles systèmes d'ob- 
jets distincts que : 

Théorème XVI . — Le nombre total des termes de deux 
ensembles d'objets distincts, n'ayant aucun terme commun, 
est égal, d'après la définition que nous avons donnée de l'addi- 
tion, à la somme des attributs numériques des termes des 
deux ensembles. 

Démonstration. — En effet les ensembles Aa et Bb de a et 
de b objets distincts, sont correspondants Tun Aa à la somme 
Sa des a premiers nombres, l'autre Bb à la somme des /; 
nombres qui suivent a. 

Le système total T des ensembles Aa et Bb, est donc corres- 
pondant au système constitué par les a premiers nombres, 
suivis par les b premiers nombres qui succèdent à a. Le der- 
nier terme de cette suite est, d'après nos définitions, la somme 
a-{- b des deux nombres a et é et le système Sa + b constitué 
par les [a 4- b) premiers nombres est correspondant à T, ce 
qui s'exprime : 

Sa 4- b [=J T. 

11 en résulte d'après le théorème IX 

Sa + b = 1 

et, d'après la définition de la somme de deux systèmes. 

Sa + b = Aa + Bb. 

La nouvelle définition de la somme [a + b) de deux nom- 
bres a et é désignant le même nombre que celui qui est tiré 
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(le la conception primilive de la somme a+ b des deux nom- 
bres a et A, il en résulte que les sommes tirées de Tancienne 
conception jouissent de toutes les propriétés que nous avons 
établies pour les sommes de nombre formés par le nouveau 
procédé. 

Il estdonc démontré que la conception séculaire des sommes 
de nombres nous fournit des nombres qui jouissent des pro- 
priétés constitutives d'une suile de nombres sans qu'il soit 
nécessaire de considérer ces propriétés comme des axiomes 
que l'on plaçait en tetcdes théories de l'arithmétique. 

Substitution des nombres aux ensembles numérables. — Il 
résulte immédiatement du théorème précédent que Tégalité 

A + B = C 

qui existe entre la somme A H- B de deux ensembles A et B 
d'objets distincts et un autre ensemble C entraîne l'égalité 

a -^ b = c 

formée en remplaçant chacun des termes de la première par 
son attribut numérique; et réciproquement la seconde de ces 
égalités entraîne toujours la première. 

On exprime encore ce fait en disant que dans l'égalité d'en- 
sembles d'objets distincts A +B = C, on peut toujours rem- 
placer les ensemble A, B, C par leurs attributs respectifs 
sans altérer le caractère d'égalité de cette expression algé- 
brique. 

IV 
LES systèmes DE GRANDEURS 

Systèmes de guandeuus constitués par les nombres ou par 
DES ENSEMBLES d'objets DISTINCTS. — Lcs cusembles d'objcts 
distincts, leur égalité, leur somme et leur inégalité, tels que 
nous venons de les définir, jouissent, comme les nombres, des 
trois propriétés suivantes : 
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1^ L'égalité de ces ensembles est réflexe, symétrique et 
transitive ; 

2^ La somme de ces ensembles est univoque, commutative 
et associative ; 

3° Deux ensembles A et B sont toujours liés par Tune des 

relations : 

A = B A<B A>B 

et chacune de ces relations est incompatible avec chacune des 
deux autres. 

Définition des systèmes de grandeurs. — Tout système 
dont Tégalité, la somme et les inégalités ont été définies de 
façon à jouir des trois propriétés précédentes, est dit un sys- 
tème de grandeurs, et les éléments du système sont dits des 
grandeurs de même espèce, 

11 convient d'ajouter que la relation : 

A<B ou A>B 

qui existe toujours entre deux grandeurs inégales de même 
espèce, signifie qu'on peut toujours trouver une troisième 
grandeur D du système telle que : 

B = A + D ou A = B + D 

Cette définition de la majorité ou de la minorité d'une 
grandeur sur une autre, n'entraîne pas une quatrième pro- 
priété fondamentale des systèmes de grandeurs; elle ne fait 
que baser cette définition sur l'égalité et la somme définies 
d'un système de grandeur. 

Corollaires résultant des propositions fondamentales des 
SYSTÈMES de GRANDEURS. — Tout systèmc dc grandeurs, c'est- 
à-dire tout système jouissant des trois propriétés fondamen- 
tales qui constituent un système de grandeurs, jouit en outre 
d'un certain nombre de propriétés, qui sont la conséquence 
directe des trois propositions fondamentales. 

Ces propriétés dérivées sont énoncées dans l'annexe à la 
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géométrie de MM. Louis Gérard et Nievengloswki, sous la forme 
des corollaires suivants, dans lesquels les lettres majuscules 
désignent des grandeurs : 

1^ Les relations A = B et B < C entraînent la relation 

A<C. 

Car B< C exprime, par définition, qu'il y a une grandeur D 

telle que 

B+D=C 

et de Tunivocité de l'addition, il résulte : 

A+D=B+D 
d'où: 

A + D = C 

qui s'exprime par définition : 

A<C; 

!2^ Les relations A < B et B = C entraînent la relation 

A< C. 

Car A < B entraîne par définition Tégalité : 

A + D = B 

qui, avec 

B = C 

entraîne successivement : 

A + D=C 
A<C; 

3^ Les relations A < B et B < C entraînent la relation 

A < C. 

Car on a : A + D = B, qui avecB < C entraîne : 

A + D<C 
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On a successi\ement : 

(A + D) + E = C 

A+(D+E) = C 

A<C; 

¥ La relation A < B entraîne A + C < B + C, car il y a 
toujours une grandeur D telle que A + D = B. 
Or, on a, d'après les propriétés de l'addition : 

B+C=(A4-D) + C = (A + C) + D 
et d'après la définition de l'inégalité : 





A + C<B+C. 


Réciproquement 






A + C <B + C 


entraine 






A< B 


et 






A+C— B+C 


entraîne 






A — B. 



Car dans le premier cas, on ne peut avoir, ni A = B, ni 
A > B qui entraîne, l'un A + C = B + C, l'autre A+C 
> B -|- C, incompatibles Tun et l'autre avec A -f C < B + C. 

Dans le second cas, on ne peut avoir, ni A < B, ni A > B 
qui entraînent l'un et l'autre des relations A-fC<B+Cet 
A + C > B + C, incompatibles avec A -f C = B + C. 

Différence de deux grandeurs. — Nous avons vu qu'il 
résulte des propriétés fondamentales des systèmes de gran- 
deurs, et de la définition de la minorité et de la majorité d'une 
grandeur sur une autre, que si deux grandeurs sont liées par 

la relation : 

B<A 

on peut toujours trouver une grandeur D du même système 

telle que : 

B + D = A. 

Santerre. h 
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II résulte de la Iransitivité de Tégalité, que si Ton trouve une 
autre grandeur D' telle que Ton ait : 

IJ + D' = A. 



on aura Tégalité : 



B + D = B4-D' 



qui entraîne, d'après le dernier corollaire l'égalité : 

Donc, toutes les grandeurs X d'un même système liées à A 
et à B par la relation B + X = A sont égales entre elles. 

On désigne Tune quelconque d'entre elles par A — B et on 
l'appelle la différence des grandeurs A et B. 

Il résulte des propriétés des grandeurs, que si deux gran- 
deurs A et B de môme espèce sont égales, il ne peut y avoir 
de grandeur de la môme espèce qui soit la différence des 
deux premières ; tandis que si deux grandeurs A et B sont 
inégales, il y a toujours une grandeur D de même espèce qui 
est la différence de A et de B, c'est-à-dire telle que l'on ait : 

D-=A — B ou D = B — A. 

Soustraction. — Trouver la grandeur désignée par la diffé- 
rence A — B de deux grandeurs A et B s'appelle soustraire ou 
retrancher B de A ; Topération effectuée pour trouver cette 
grandeur s'appelle une soustractions 



DIFFÉRENCE DE DEUX NOMBRES 

Les nombres constituant un système de grandeurs, il y a 
toujours dans la suite des nombres un terme qui est la diffé- 
rence de deux nombres donnés différents, c'est-à-dire de deux 
nombres donnés inégaux. 

Procédé usuel pour retrancher un nombre b d'un autre 
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]soMBRE a PLUS GRAîs'D QUE h, — Nous avous VU quc si un 
nombre a esl plus grand qu'un nombre b^ il existe toujours 
un nombre 6^ plus petit que a, tel que Ton ait 

b-\-d=a, (1) 

C'est ce nombre d désigné par l'expression a — b qu'il s'a- 
git de trouver. 

Or, la suite Sa des a premiers nombres est partagée par le 
nombre b plus petit que a en deux suites : l'une S^ formée par 
les b premiers nombres, Tautre R formée par les termes de 
Sa postérieurs à b. 

Il résulte de l'égalité (1) que le nombre a est, par définition 
de la somme de deux nombres, le dernier des d termes qui 
suivent immédiatement le nombre b, 

La suite des nombres qui commence immédiatement après 
le nombre b pour finir avec le nombre «, est donc une suite 
de d termes. 

On trouvera donc le nombre d en cherchant l'attribut 
numérique du système R' constitué par les termes de la suite 
R, c'est-à-dire par les termes de la suite Sa postérieurs à a. 

Le système IV ayant toujours un attribut numérique plus 
petit que «, on trouvera toujours ce nombre par le procédé 
suivant: on constituera un premier couple d'éléments des 
suites R et S/^en choisissant pour les accoupler l'un à 
l'autre le nombre qui suit b et le terme initial de la suite des 
nombres ; et, lorsqu'on aura constitué ce couple, on en cons- 
tituera un autre, en associant l'un à l'autre chacun des nom- 
bres qui suivent immédiatement les éléments du couple pré- 
cédent. 

On continuera à constituer l'un après l'autre, des couples 
formés chacun par les nombres qui suivent immédiatement 
chacun des deux nombres du couple précédent. 

On pourra ainsi faire succéder un couple à un autre, jusqu'à 
ce qu'on ait associé le dernier terme a de la suite R, à un 
terme de la suite des a premiers nombres, ou jusqu'à ce qu'on 
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ait associé le dernier terme de la suite des a premiers nom- 
bres, à un terme de la suite R. 

On ne parviendra jamais, en continuant à former succes- 
sivement des couples d'éléments des deux suites R et Sa, à in- 
troduire dans un même couple le dernier terme a de la suite 
Sa avec un terme x de la suite R, car ce couple constituerait 
avec les précédents, un système complet de correspondance 
entre tout ou partie du système R qui est un système partiel 
de Sa et le système S» lui-même, ce qui est contraire aux pro- 
priétés des systèmes correspondants. 

Puisqu'en associant successivement chacun des termes de 
la suite R à un terme de Sa, dans Tordre où ils se succèdent, 
on ne parviendra jamais à associer un terme de R au dernier 
terme a de Sa et que R est fini, on parviendra toujours à as- 
socier successivement tous les termes de R à des termes de 
Sa qui précèdent «. 

Le dernier terme de la suite R se trouvera ainsi associé à 
un nombre antérieur à «, qui sera le nombre cherché d. 

On obtient donc toujours, par ce procédé d'association, 
un couple formé par le dernier terme a de la suite R, associé 
à un nombre antérieur à a. 

Le couple (a, d) ainsi formé, et ceux qui le précèdent, cons- 
tituent un système complet de correspondance entre les élé- 
ments de la suite R et les d premiers nombres. Le nombre à 
est donc, par définition, l'attribut numérique cherché des 
éléments de la suite R, c'est-à-dire du système constitué par 
les termes de la suite Sa postérieurs à b. 

On voit que le procédé décrit nous donne toujours la dif- 
férence a — b des deux nombres a et d, pourvu que a soit 
plus grand que b. 

Accord des deux définitions de la différence de deux 
NOMBRES. — La différence de deux nombres inégaux a et ^ 
peut être considérée comme Tattribut numérique d'un ensem- 
ble d'objets distincts, égal à la différence de deux autres 
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ensembles ayant respectivement pour attributs numériques 
les nombres a et b. 

Les deux définitions ne désignent qu'un seul et même nom- 
bre, ainsi que cela résulte de la proposition suivante. 

Théorème XVU. — La différence de deux ensembles [inégaux 
Aa et Bb d'objets distincts, ayant respectivement pour attributs 
numériques les nombres « et d, a pour attribut numérique la 
différence des deux nombres a et b. 

Démonstration. — Si les deux ensembles inégaux Aa et 
Bb sont liés par la relation 

Bb<A„ 

il y a toujours un ensemble D tel que 

Bb + D = Aa. 

La somme Bb + D des deux ensembles Bb et D a pour attri- 
but numérique d'après le théorème XVI la somme b-\-x des 
attributs respectifs de Bb et de D. 

On a donc : 

L'attribut numérique x de la différence Aa — Bb est donc 
la différence « ■ — b des attributs numériques des ensembles 
Aa et Bb. 

Remarque. — Si trois ensembles d'objets distincts A, B, D, 
sont liés par la relation 

D=A — B 

les attributs numériques a, 6, rfde A, B, C sont liés par l'éga- 
lité 

d = a — b 

et réciproquement, ce qui justifie partiellement Thabitudeun 
peu excessive de remplacer invariablement dans les relations 
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algobriquos, tous les ensembles numérables par leurs attri- 
buts numériques. 

PrOPHIÉTKS de la niFFÉHK>CE l)K DEUX NOMBRES. NoUfe 

ne développerons ici aucune des propriétés de la différence de 
deux nombres qui a élé traitée en Allemagne d'une façon 
complète par le professeur Kronecker, et qui ne présente 
d'ailleurs aucune difficulté. 

VI 
PRODUIT ET QUOTIENT DE DEUX NOMBRES 

L'addition et la soustraction ne sont pas les deux seules 
opérations auxquelles on se livre sur les nombres. 

Les deux autres opérations dont on fait usage sont la mul- 
tipUcaùon et la division, 

MullipUer un nombre m par un nombre w, c'est trouver la 
somme de n nombres égaux à m, 

La somme de ?i nombres égaux à m s'appelle \e produit de 
m par n^ et on représente ce produit par l'expression algé- 
brique m multiplié par n qui s'écrit : 

m, n. 

Divise?' un nombre m par un nombre n c'est trouver un 

nombre JT tel que 

ji, x=m, 

11 convient d'observer immédiatement qu'il n'y a pas tou- 
jours de nombre a remplissant cette condition. 

Dans le cas où Ton peut trouver un tel nombre .r, il est dit j 
le quotient de m par n et on le désigne par l'expression algé- 
brique m divisé par n. qui s'écrit 

7n : n. 

Quand deux nombres m et n sont tels que l'on puisse trou- 
ver un autre nombre ^r réalisant l'égalité 

n. x-^=m. 
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on exprime ce fait en disant que m est divisible par n. 

Le premier terme d'un produit de deux nombres s'appelle 
1-e multiplicande^ le second s'appelle le multiplicateur. 

Le premier terme d'un quotient est le dividende^ le^second 
est le diviseur. 

Propriété distributive de l\ multiplication. — Pour 
multiplier une somme par un nombre, on peut multiplier les 
parties de cette somme par le multiplicateur et ajouter les 
produits partiels c'est-à-dire que Ton a toujours l'égalité. 

{a-^-b)n = a, n-\-b.n^ 

quels que soient les nombres désignés par «, ô, u. 

Démonstration. — Le produit [a + b) n est par définition 
La somme de n nombres égaux k [a + b). 
Or la somme des nombres 

(a + i)4-(« + 6) + + {a-hb) (i) 

formée par les 7i termes [a + b) est associative et commuta- 
tive, c'est-à-dire qu'on peut énoncer les nombres qui la cons- 
tituent dans tel autre ordre qui nous conviendra, et associer 
les termes successifs comme nous voudrons sans changer le 
nombre défini par la première somme. 

On pourra donc choisir successivement dans chacun des n 
termes {a + ^) de (1) un nombre a. 

On aura ainsi ?i nombres égaux à a, que Ton pourra ajou- 
ter les uns aux autres, de façon à former une seule somme 
que nous pourrons désigner par a, n. 

On pourra de même choisir successivement tous les termes 
b de (1), de façon à former ainsi une suite b. n, 

La somme 

a.n-\-b.n (2) 

formée par ces deux suites partielles comprendra tous les nom- 
bres de la somme (1) désignée par le produit 

. (a + ô)n. (3) 
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Les expressions algébriques (2) et (3) désigneront donc 1^ 
même nombre, c'est-à-dire que Ton a l'égalité 

(a H- h) /i = a. n -f- ^. w ; 

ce qu'il fallait établir. 

La même démonstration s'étendrait sans difficulté au pro- — 
duit d'une somme quelconque de nombres (a + d +.. 4- c) ^ 
par un nombre n. 

COMMUTATIVITÉ DES TERMES DU PRODUIT. DaUS UU prO- — 

duit de deux facteurs, on peut intervertir l'ordre des facteurs, 
c'est-à-dire qu'on a l'égalité 

a, b = b. «, 

quels que soient les nombres désignés para et b. 

Cette proposition est une conséquence du théorème précé- 
dent; en effet, le nombre «est la somme de a nombres égaux 
au terme initial 1 de la suite des nombres. 

On a donc l'égalité 

«=1 + 1 + .. + 1; 

il en résulte les égalités 

a. 6 = (1 + 1+.. l)6 = (i + è+..+6) = 6.âf.' 

dans lesquelles 1 +1.. +1 etô+ô+...-|-ô désignent des 
sommes de a termes. 

Second théorème de l'associatiyité. — Pour multiplier un 
nombre par une somme, on peut multiplier ce nombre par 
les parties de cette somme, et ajouter les produits partiels, 
c'est-à-dire qu'on a toujours l'égalité 

n{a-\-b) = n.a-\-n.b. 

Ce théorème résulte directement des deux précédents. On 
peut d'ailleurs le démontrer directement comme nous avons 
fait pour le premier. 
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Nous ne développerons pas les autres propriétés du produit 
de plusieurs nombres. Il suffit pour les connaître de consulter 
nos traités d'arithmétique, et en particulier celui de M. Jules 
Tannery, qui me paraît l'exposé le mieux fait des théories 
classiques de l'arithmétique. 

Pour démontrer ces propriétés du produit, il suffira d'adap- 
ter aux nouvelles définitions, les démonstrations de ces 
ouvrages qui s'appliquent à peu près textuellement avec la 
nouvelle conception du produit. 

UnIVOCITÉ, ASSOCIATIVITÉ, COMMUTATIVITÉ ET DISTRIBUTIVITÉ 

DU PRODUIT. — Il résulte de ces démonstrations basées uni- 
quement sur les dix-huit principes tirés de l'observation psy- 
chologique, que le produit de plusieurs nombres est univoque, 
associatif, commutatif et distributif . 

Nous ne développerons pas les propriétés de la division de 
deux nombres que l'on trouvera dans les ouvrages cités plus 
haut. 

Nous remarquerons seulement que le quotient q de a par b 

défini par l'égalité. 

b, q = a 

est univoque, c'est-à-dire que la division d'un nombre par un 
autre est une opération qui donne toujours le même nombre. 

VII 

PRODUIT ET QUOTIENT D'UNE GRANDEUR 

PAR UN NOMRRE 

Nous avons montré comment on peut établir directement 
les propriétés du produit ou du quotient de deux nombres, 
sans se servir d'aucune des notions du monde extérieur. 

Cette manière de commencer l'établissement des proprié- 
tés du produit et du quotient parle résultat de ces opérations 
restreintes aux nombres, comme si elles ne devaient s'appli- 
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qiier qu'à ce seul système de grandeurs, a Tavantage de ne 
pas rompre avec une ancienne Iradilion pédagogique. 

Elle a aussi rinléret psychologique de sérier les démons- 
trations déduites uniquement de l'observation psychologique, 
des autres démonstrations basées sur des conceptions tirées de 
l'observation du monde extérieur 

Nous allons donner la définition générale du produit ou du 
quotient d'une grandeur quelconque par un nombre entier, et 
nous établirons les propriétés élémentaires des résultats de la 
multiplication et de la division. 

Définition générale du produit d'une grandeur par u> 
NOMBRE. — On appelle produit d'une grandeur A par un 
nombre entier n et on représente par A. n ou par n, A la 
somme de n grandeurs égales à A. 

Propriétés du produit. — De la définition précédente 

résultent immédiatement les conséquences suivantes: 

l^Si 

A=B, A.7i = B. ;/ 
et si 

A < B, A. /i < B. n 

et réciproquement; 

(A+B). ;î=A. /i + B. ;i 

Le produit (A + B). n est par définition la somme de n 
grandeurs égales à A + B. 
Or la somme 

(A + B)+(A + B) + ....+(A + B) (1) 

constituée par/i termes (A 4- B) est associative et commuta- 
tive. On peut donc choisir successivement dans chacun de ces 
71 termes égaux une grandeur A. On aura ainsi n grandeurs A 
que Ton ajoutera les unes aux autres de façon à former la 
somme désignée par A. ;?. 

On formera de môme par association de tous les termes B 
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de la somme (1), une somme que Ton peut désigner par B. n. 

La somme 

A.n + B.n (2) 

formée par l'addition de toutes les grandeurs de la somme (1) 
désignera la même grandeur que 

(A + B) n (3) 

formée aussi par l'addition de toutes les grandeurs de (1). 

Les expressions algébriques (2) et (3) qui désignent l'une 
et l'autre des grandeurs égales entre elles, sont liées par l'éga- 
lité. 

(A-HB).n=A. n+B. /i; 

ce qu'il fallait démontrer; 
3"* m ei n étant des nombres entiers quelconques on a 

A. [m-\-n) = A./72 -f -^- ^ (1) 

(A. m). n = A. (m. n) = [k.n). m (2) 

En effet le second membre de Tégalité (1) est par défini- 
tion une somme de m grandeurs égales à A suivie d'une 
somme de n grandeurs égales à A. L'addition des deux 
sommes de m et n termes est une somme de termes consti- 
tuée par tous les éléments du système total des m et des n 
termes des deux premières sommes. C'est donc, d'après le 
théorème XVI, une somme de [m + n) termes égaux à A. Le 
premier membre de l'égalité (1) étant par définition une 
somme de [m + n) termes égaux à A, il en résulte que les 
deux membres de (1) sont égaux. 

Dans les égalités (2) le produit m. n désigne la somme de 
n nombres égaux à m. 

Le produit d'une grandeur A par une somme de nombres 
étant égal, d'après l'égalité (1), à la somme des produits de A 
par chacun des nombres de la somme, il en résulte que le 
produit de A par [m. n) sera égal à la somme des produits 
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de A par chacun des n nombres égaux à m, c'est-à-dire qu'om 
a Tégalité 

A. (m. /*) = A. mH-A.;/î + ... + A. m 

dans laquelle le second membre est constitué par n produit» 
égaux à A. m. Cette somme de n termes égaux à la gran- 
deur A. m peut s'écrire 

(A.m).n. 

en sorte que Ton a l'égalité 

A. (m. n) = (A. m), n. (3) 

Le nombre (m. n) étant égal au nombre (n. m) il en résulte 
que Ton a 

A. (m. n) = A. (n. m) = (A. n). m, 

et par suite 

A. (m. n)= (A.n). m. (4) 

Les égalités (3) et (4) démontrent l'exactitude des éga- 
lités (2). 

Définition du quotient d'une grandeur par un nombre. — 
Si étant donnés une grandeur quelconque A d'un système 
déterminé, et un nombre entier quelconque w, on peut trouver 
une autre grandeur X du même système, telle que 

X. n=A, (1) 

il en résulte que si une autre grandeur X' est telle que 

X'. n = A, 
on a 

X.n = Xn, 

qui entraîne 

X = X'. 

Donc toutes les grandeurs X qui vérifient l'équation 
sont égales entre elles. L'une quelconque de ces grande 
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s'appelle le quotient de A par n et se représente par l'expres- 
sion algébrique 

A: n. 

Nous avons déjà vu que le système de grandeurs constitué 
par les nombres n'admet pas toujours de quotient entre un 
nombre et un autre. 

L'étude des systèmes de grandeurs définis par Fégalité et 
l'addition de leurs éléments, nous montrera que les frac- 
tions ou nombres fractionnaires sont toujours divisibles par 
un nombre quelconque entier ou fractionnaire, c'est-à-dire 
qu'étant données deux fractions ^ et f on peut toujours 
trouver une fraction — telle que 

m X p 
n'y q 

On verra aussi que la définition du quotient nous permettra 
toujours de trouver un segment de droite X qui soit le quo- 
tient de tout segment donné par un nombre entier ou frac- 
tionnaire quelconque. 

Extension des définitions du produit et du quotient. — 
La définition du produit et du quotient peut s'étendre dans 
certains systèmes de grandeurs à des opérations univoques 
d'une grandeur par une autre grandeur de même espèce ; 
mais le quotient d'une grandeur A par une grandeur B est 
toujours une grandeur X telle que 

X.B=A. 

Dans tous les cas où il existe un quotient A : B on a par 

définition 

(A:B).B = A 

ce qui s'exprime ainsi. 

Théorème XVIIl. — Une grandeur ne change pas quand on 
la divise et qu'on la multiplie successivement par une même 
grandeur. 



174 NOMBRE ET OPÉRATIONS ÉLÉMKNTAIUES DE L'ARITHMÉTIQUE 

VIII 
OBSERVATIONS (lÉNÉKALES SLR LES THÉORIES DE L'ARITHMÉTIQUE 

Nous remarquerons tout d'abord que nous n'avons déve- 
loppé jusqu'ici aucune mélliode particulière de formation 
d'une suite de nombres, tandis que l'exposé du procédé d'éta- 
blissement de la suite des nombres de notre langue tient une 
des premières places au début de tous les traités d'arithmé- 
tique. 

En effet, il n'y avait pas lieu de décrire des modes de for- 
mation particulière à telle ou telle suite, quand les propriétés 
du nombre que nous décrivions s'appliquaient indistincte- 
ment à toute suite de nombres. 

Nous ne décrirons pas ici les différentes suites qui ont 
servi à compter depuis les temps historiques, en commençant 
par le sanscrit, et en continuant parle grec et le latin, pour 
aboutir à notre svslème illimité de numération écrite. Cette 
étude a plutôt un caractère philologique et linguistique qui 
nous entraînerait dans une voie trop longue et un peu étran- 
gère il notre sujet. D'ailleurs le traité d'arithmétique de 
M. Jules Tannery décrit avec une grande abondance de dé- 
tails le mode d'établissement de notre suite française et du 
système général de numération illimitée. D'autres ouvrages 
exposent les origines étymologiques des nombres usuels tirés 
du sanscrit avec leur passage par les langues grecque et 
latine. 

J'ai rempli mon programme, qui était d'établir la base 
psychologique sur laquelle on peut faire reposer l'idée de 
nombre et la théorie des opérations élémentaires sur le 
nombre. 

J'ai montré en outre que la notion d'égalité, de somme, de 
produite! de quotient ne s'applique pas seulement au nombre, 
mais peut être étendue à tout système de grandeurs ; qu'en 
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un mot les opérations élémentaires de raritlimélique s'ap- 
pliquent à tout système de phénomènes, d'objets réels ou fic- 
tifs, ou d'êtres, pourvu que Tégalité et la somme de leurs 
éléments soient définies de façon à remplir certaines condi- 
tions déterminées, qui s'imposent pour pouvoir exprimer les 
propriétés de tout système h Taide du langage mathématique. 

Les opérations algébriques s'étendent en particulier au sys- 
tème des segments de droites et surtout aux rapports des 
segments de droites. 

Elles constituent le calcul fiéométrhpie si magistralement 
exposé par M. Hilbert, professeur à l'Université de Gotlingue. 

Ce calcul constitue une extension considérable du svstème 
imaginé par Descartes et borné uniquement aux relalioîis 
algébriques entre les nombres qui mesurent les segments de 
droites d'une figure géométrique. 

11 y aurait lieu de continuer le travail que je viens de faire 
sur les propriétés élémentaires des nombres et sur les sys- 
tèmes de grandeurs, par une étude du calcul universel pour 
montrer que les règles de Talgèbre s'a])pliquent sans res- 
triction à tous les systèmes de grandeurs qu'il nous plaira de 
former, pourvu qu'ils jouissent des propriétés fondamentales 
nécessaires pour constituer un système régi par les opérations 
de l'arithmétique. 11 faudrait commencer par établir d'abord 
le système constitué par toute suite de deux nombres qu'on 
appelle une fraction, en montrant que le système ainsi cons- 
titué est bien un système de grandeurs algébriques, système 
admirablement imaginé par M. Meray, professeur à la Faculté 
de Dijon, et mis partiellement en pratique par M. Jules ïan- 
nery dans son arithmétique. 

Je n'insisterai pas sur le système des segments de droites 
et surtout le système des rapports de segments de droites, 
qui constitue un système rattaché à toutes les opérations de 
Talgèbre imaginé par le professeur Hilbert. 

Un tel ouvrage relierait les théories de ces grands nova- 
teurs en un seul corps de doctrine qui n'existe pas, du moins 
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à ma connaissance; et rendrait un très grand service à l'étude 
d'un classement rationnel des mathématiques, aujourd'hui si 
misérablement éparses dans un dédale d'axiomes et de prin- 
cipes tirés de l'expérience, sans qu'il soit possible de recon- 
naître l'origine de ces vérités d'observation et le lien qui les 
rattache entre elles. 



